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VALUATION AUGMENTE´E ET PAIRE MINIMALE
MICHEL VAQUIE´
Re´sume´. Soit (K, ν) un corps value´, les notions de valuation augmente´e, de valuation aug-
mente´e limite et de famille admise de valuations permettent de donner une description de toute
valuation µ de K[x] prolongeant ν. Dans le cas ou` le corps K est alge´briquement clos cette des-
cription est particulie`rement simple et nous pouvons la re´duire aux notions de paire minimale
et de famille pseudo-convergente.
Soient (K, ν) un corps value´ hense´lien et ν¯ l’unique extension de ν a` la cloˆture alge´brique K¯
de K et soit µ une valuation de K[x] prolongeant ν, nous e´tudions les extensions µ¯ de µ a` K¯[x]
et nous donnons une description des valuations µ¯i de K¯[x] qui sont les extensions des valuations
µi appartenant a` la famille admise associe´e a` µ.
Abstract. Let (K, ν) be a valued field, the notions of augmented valuation, of limit augmented
valuation and of admissible family of valuations enable to give a description of any valuation
µ of K[x] extending ν. In the case where the field K is algebraically closed, this description is
particularly simple and we can reduce it to the notions of minimal pair and pseudo-convergent
family.
Let (K, ν) be a henselian valued field and ν¯ the unique extension of ν to the algebraic closure
K¯ of K and let µ be a valuation of K[x] extending ν, we study the extensions µ¯ from µ to K¯[x]
and we give a description of the valuations µ¯i of K¯[x] which are the extensions of the valuations
µi belonging to the admissible family associated with µ.
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Introduction
Soit K un corps muni d’une valuation ν, nous pouvons obtenir toute valuation ou pseudo-
valuation µ de l’anneau des polynoˆmes K[x] qui prolonge ν graˆce a` une famille admise de
valuations A =
(
µi
)
i∈I
, ou` l’ensemble I est un ensemble totalement ordonne´ (cf. the´ore`mes
2.4 et 2.5 de [Va 1]). De plus chaque valuation µi de la famille est obtenue comme valuation
augmente´e ou comme valuation augmente´e limite associe´e a` un polynoˆme-cle´ ou un polynoˆme-cle´
limite φi.
La famille A =
(
µi
)
i∈I
converge vers la valuation µ dans le sens ou` pour tout polynoˆme f
de K[x] la famille de valeurs
(
µi(f)
)
i∈I
est croissante et ve´rifie µ(f) = Sup
(
µi(f) ; i ∈ I
)
. En
particulier si la famille I a un plus grand e´le´ment ι¯ la valuation µ est e´gale a` la valuation µι¯ et il
existe un polynoˆme φ = φι¯ qui de´finit la valuation µ comme valuation augmente´e ou valuation
augmente´e limite. Nous disons dans ce cas que la valuation est bien spe´cifie´e et que le polynoˆme
φ de´finit la valuation. Par de´finition ce polynoˆme apparaˆıt dans la construction de la famille
admise A =
(
µi
)
i∈I
associe´e a` la valuation µ.
Comme tout polynoˆme-cle´ ou polynoˆme-cle´ limite est un polynoˆme irre´ductible de K[x] dans
le cas ou` le corps K est alge´briquement clos les seuls polynoˆmes-cle´s sont de degre´ un et les
familles admises sont particulie`rement simples : si la valuation µ est bien spe´cifie´e elle est de´finie
par un polynoˆme-cle´ φ de la forme φ(x) = x− a, sinon elle est de´finie par une famille infinie de
polynoˆmes (φα) de la forme φα(x) = x−aα. Plus pre´cise´ment, comme K est alge´briquement clos
la valuation µ est entie`rement de´termine´e par les valeurs prises pour les polynoˆmes f de la forme
f(x) = (x− b), et nous avons dans le cas ou` µ est bien spe´cifie´e µ(x− b) = Inf (ν(a− b), δ) et
la valuation µ est associe´e a` une paire minimale, et dans le cas d’une famille infinie la valuation
µ est la valuation associe´e a` la famille pseudo-convergente (aα) (Proposition 2.10). Il est
aussi possible de de´crire une valuation µ de K[x] par une boule ferme´e ou par une famille
de´croissante de boules ferme´es dans K pour la distance ultrame´trique associe´e a` la valuation ν
de K (Proposition 2.11).
Soient (K, ν) un corps value´ quelconque et µ une valuation de K[x] prolongeant ν, alors si ν¯
est une extension de ν a` la cloˆture alge´brique K¯ de K il existe une extension µ¯ de µ a` K¯[x] qui
prolonge ν¯. Soit A =
(
µi
)
i∈I
la famille admise associe´e a` µ, nous voulons de´crire les valuations
µ¯i de K¯[x] obtenues comme prolongement des valuations µi appartenant a` la famille A, et les
familles de boules ferme´es de K¯ associe´es aux valuations µ¯i.
Dans le cas ou` (K, ν) est un corps value´ hense´lien nous associons a` la famille admise associe´e
a` la valuation µ une famille de´croissante
(
Bi
)
i∈I
de re´unions finies de boules ferme´es de K¯.
Plus pre´cise´ment chaque Bi est la re´union des boules disjointes B
(r)
i , le groupe de Galois agit
transitivement sur l’ensemble fini {B
(r)
i }, et pour tout i < j dans I chaque boule B
(r)
i de Bi
contient s boules B
(l)
j appartenant a` Bj, ou` s est un entier inde´pendant de la boule B
(r)
i choisie,
et toute boule B
(l)
j de Bj est contenue dans une boule B
(r)
i de Bi (Proposition 3.18).
L’intersection des Bi est un sous-ensemble B(µ) de K¯, appele´ ensemble caracte´ristique de la
valuation µ, cet ensemble est vide dans le cas ou` la valuation µ n’est pas bien spe´cifie´e, sinon
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c’est la re´union d’un ensemble fini de boules ferme´es non vides de K¯, qui correspondent aux
diffe´rentes extensions de µ a` K¯[x] (The´ore`me 3.19).
Dans la quatrie`me partie nous montrons comment a` partir d’une valuation µ¯ de K¯[x] nous
pouvons construire la famille admise A =
(
µi
)
i∈I
associe´e a` la restriction µ de µ¯ a` K[x]. Plus
pre´cise´ment nous construisons une famille de´croissante de boules ferme´es Bi de K¯, telle que la
valuation µi de la famille admise A soit la retriction a` K[x] de la valuation µ¯i de K¯[x] de´finie
par la boule Bi.
Alors que la construction de la famille admise A =
(
µi
)
i∈I
se fait de manie`re croissante,
c’est-a`-dire la valuation µi est construite a` partir des valuations µj pour j < i, la construction
des boules Bi, et par conse´quent des valuations µ¯i se fait de manie`re de´croissante, c’est-a`-dire
la boule Bi est construite a` partir desboules Bj pour j > i (The´ore`me 4.6).
Enfin dans l’annexe nous interpre´tons les re´sultats de Kaplansky sur les extensions imme´diates
et les suites pseudo-convergentes a` partir des proprie´te´s des familles admises continues que nous
avons de´finies pre´ce´demment.
1. Rappels
Dans ce qui suit nous nous donnons une valuation ν sur un corps K et toutes les valuations
ou pseudo-valuations µ de l’anneau des polynoˆmes K[x] que nous conside´rons sont des prolon-
gements de ν. Nous nous donnons aussi un groupe totalement ordonne´ Γ˜, contenant le groupe
des ordres Γν de la valuation ν, et toutes les valuations ou pseudo-valuations µ de K[x] ont leur
groupe des ordres Γµ qui est un sous-groupe ordonne´ de Γ˜.
Pour toute valuation µ de K[x] nous pouvons de´finir la notion de polynoˆme-cle´ φ, et si φ est
un polynoˆme-cle´ pour µ et si γ est un e´le´ment de Γ˜ ve´rifiant γ > µ(φ), nous pouvons de´finir une
nouvelle valuation µ′ de K[x], appele´e valuation augmente´e associe´e au polynoˆme-cle´ φ et a` la
valeur γ que nous notons µ′ = [µ ; µ′(φ) = γ], de la manie`re suivante :
pour tout polynoˆme f de K[x], nous e´crivons le de´veloppement de f selon les puissances de φ,
f = gmφ
m + . . .+ g1φ+ g0, ou` les polynoˆmes gj , 0 ≤ j ≤ m, sont de degre´ strictement infe´rieur
au degre´ du polynoˆme-cle´ φ, et nous avons :
µ′(f) = Inf (µ(gj) + jγ ; 0 ≤ j ≤ m) .
Nous pouvons de´finir aussi pour tout polynoˆme unitaire φ de degre´ un, φ = x − b, et pour
toute valeur γ de Γ˜ une valuation µ de K[x], que nous appelons encore valuation augmente´e
associe´e au polynoˆme-cle´ φ et a` la valeur γ que nous notons µ = [ν ; µ(φ) = γ], de la manie`re
suivante :
tout polynoˆme f de K[x] s’e´crit de manie`re unique sous la forme f = adφ
d + . . . + a1φ+ a0,
avec aj ∈ K, et nous posons
µ(f) = Inf (ν(aj) + jγ ; 0 ≤ j ≤ d) .
Dans ce cas cette valuation µ est aussi note´e ω(b,γ) (cf. [A-P 1]).
Nous pouvons de´finir la notion de famille de valuations augmente´es ite´re´es comme une famille
de´nombrable
(
µi
)
i∈I
de valuations de K[x], I = {1, . . . , n} ou I = N∗, associe´e a` une famille de
polynoˆmes
(
φi
)
i∈I
et a` une famille
(
γi
)
i∈I
d’e´le´ments de Γ˜, telle que chaque valuation µi, i > 1,
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est une valuation augmente´e de la forme µi = [µi−1 ; µi(φi) = γi] et ou` la famille des polynoˆmes-
cle´s
(
φi
)
ve´rifie les deux proprie´te´s suivantes : pour tout i > 2 nous avons degφi ≥ degφi−1 et les
polynoˆmes φi et φi−1 ne sont pas µi−1-e´quivalents. Nous renvoyons aux articles [McL 1], [McL 2],
et [Va 1], pour les de´finitions et les proprie´te´s des polynoˆmes-cle´s, des valuations augmente´es et
des familles de valuations augmente´es ite´re´es.
Nous de´finissons aussi la notion de famille admissible continue comme une famille C =(
µα
)
α∈A
de valuations de K[x], indexe´e par un ensemble totalement ordonne´ A sans plus grand
e´le´ment, associe´e a` la famille de polynoˆmes-cle´s
(
φα
)
α∈A
et a` la famille de valeurs
(
γα
)
α∈A
. Par
de´finition chaque valuation µα est une valuation augmente´e de la forme µα = [µ ; µα(φα) = γα],
ou` µ est une valuation de K[x] donne´e, les polynoˆmes-cle´s φα sont tous de meˆme degre´ d et les
valeurs γα forment une famille croissante sans plus grand e´le´ment dans Γ˜.
Nous de´finissons l’ensemble
Φ˜
(
C
)
= Φ˜
((
µα
)
α∈A
)
= {f ∈ K[x] | µα(f) < µβ(f),∀α < β ∈ A} ,
nous supposons que cet ensemble est non vide, nous appelons dC le degre´ minimal des polynoˆmes
appartenant a` Φ˜
(
C
)
et nous supposons aussi que nous avons l’ine´galite´ d < dC , alors nous
de´finissons l’ensemble
Φ
(
C
)
= Φ
((
µα
)
α∈A
)
= {φ ∈ Φ˜
(
C
)
, degφ = dC et φ unitaire } .
Un polynoˆme φ appartenant a` Φ
(
C
)
est appele´ un polynoˆme-cle´-limite pour la famille C, et pour
φ un polynoˆme-cle´ limite et γ un e´le´ment de Γ˜ ve´rifiant γ > µα(φ) pour tout α dans A, , nous
pouvons de´finir une nouvelle valuation µ′ de K[x], appele´e valuation augmente´e limite pour C
associe´e au polynoˆme-cle´ limite φ et a` la valeur γ que nous notons µ′ =
[
(µα)α∈A ; µ
′(φ) = γ
]
,
de la manie`re suivante :
pour tout polynoˆme f de K[x], nous e´crivons le de´veloppement de f selon les puissances de φ,
f = gmφ
m + . . .+ g1φ+ g0, ou` les polynoˆmes gj , 0 ≤ j ≤ m, sont de degre´ strictement infe´rieur
au degre´ du polynoˆme-cle´ limite φ, et nous posons :
µ′(f) = Inf (µA(gj) + jγ ; 0 ≤ j ≤ m) ,
ou` nous posons µA(g) = Sup(µα(g);α ∈ A) pour tout g n’appartenant pas a` Φ˜
(
C
)
. Nous
renvoyons a` [Va 1] pour les de´finitions pre´cises et les proprie´te´s des polynoˆmes-cle´s limites et
des valuations augmente´es limites.
Remarque 1.1. Si nous prenons la valeur γ = +∞, la valuation augmente´e µ = [ν ; µ(φ) = γ]
associe´e a` un polynoˆme-cle´ φ ou la valuation augmente´e limite µ′ =
[
(µα)α∈A ; µ
′(φ) = γ
]
associe´e a` un polynoˆme-cle´ limite φ est une pseudo-valuation de l’anneau K[x] dont le noyau
est l’ide´al engendre´ par le polynoˆme φ.
De´finition. Une famille admissible simple S pour la valuation ν de K est une famille de va-
luations
(
µi
)
i∈I
de K[x] constitue´e d’une partie discre`te D et d’une partie continue C,
- la partie discre`te D =
(
µl
)
l∈L
est une famille non vide de valuations augmente´es ite´re´es
de K[x] telle que la famille de polynoˆmes-cle´s
(
φl
)
l∈L
associe´e ve´rifie l’ine´galite´ stricte degφl >
degφl−1.
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- la partie continue C = (µα)α∈A est une famille admissible continue e´ventuellement vide ; si
elle est non vide la famille D est finie, le degre´ d des polynoˆmes-cle´ φα est e´gal au degre´ du
dernier polynoˆme-cle´ φn de la famille
(
φl
)
l∈L
associe´e a` D, et pour tout α dans A, la valuation
µα est la valuation augmente´e µα = [µn ; µα(φα) = γα].
Si la partie discre`te D d’une famille admise simple S est constitue´e d’une seule valuation µ1,
et si la partie continue C est non vide, nous pouvons toujours conside´rer que la valuation µ1
appartient a` la famille C, nous e´crivons S = C et nous disons alors que la famille simple S est
continue.
De´finition. Une famille admissible A pour la valuation ν de K est une famille de valuations(
µi
)
i∈I
de K[x], obtenue comme re´union de familles admissibles simples
A =
⋃
j∈J
S(j) =
⋃
j∈J
(
D(j); C(j)
)
,
ou` J est un ensemble de´nombrable, J = {1, . . . , N} ou J = N∗, et nous de´finissons J∗ par
J∗ = {1, . . . , N − 1} si J est fini et par J∗ = J = N∗ sinon, ve´rifiant :
- pour j appartenant a` J∗, la partie discre`te D(j) =
(
µ
(j)
l
)
l∈L(j)
est finie, la partie continue
C(j) = (µ
(j)
α )α∈A(j) est non vide et la premie`re valuation µ
(j+1)
1 de la famille simple S
(j+1) est
une valuation augmente´e limite pour la famille admissible continue C(j) ;
- la premie`re valuation µ
(1)
1 de la famille est la valuation associe´e a` un polynoˆme unitaire de
degre´ un, φ
(1)
1 = x− a, et a` une valeur γ
(1)
1 , µ
(1)
1 = [ν ; µ
(1)
1 (φ
(1)
1 ) = γ
(1)
1 ] = ω(a,γ(1)1 )
.
Dans la suite, comme la valuation ν de K est fixe´e nous dirons simplement que A est une
famille admissible de valuations de K[x].
Nous pouvons aussi e´crire la famille admissible A comme une famille indexe´e par un ensemble
totalement ordonne´ I,
A = (µi)i∈I ,
et l’ensemble I peut eˆtre de´crit de la manie`re suivante : pour tout j dans J , nous munissons
l’ensemble B(j) = L(j) ⊔ A(j) de l’ordre total induit par les ordres sur L(j) et sur A(j) et de´fini
par l < α pour tout l ∈ L(j) et tout α ∈ A(j) ; et nous posons
I =
{
(j, b) | j ∈ J et b ∈ B(j)
}
,
muni de l’ordre lexicographique. L’ordre sur l’ensemble I peut eˆtre caracte´rise´ par la relation
suivante : i < k dans I si et seulement si pour tout polynoˆme f deK[x] nous avons µi(f) ≤ µk(f)
et il existe au moins un polynoˆme g avec µi(g) < µk(g).
La premie`re valuation µ1 de la famille A est obtenue a` partir de la valuation ν de K graˆce
a` un polynoˆme φ1 unitaire de degre´ un et a` une valeur γ1. Nous conside`rerons parfois que la
valuation ν = µ0 appartient a` la famille A et par abus de notation nous conside`rerons que 0 est
le plus petit e´le´ment de l’ensemble I. La valuation µ1 est ainsi conside´re´e comme une valuation
augmente´e, de´finie par le polynoˆme φ1.
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A toute famille admissible A nous associons la famille des polynoˆmes-cle´s ou polynoˆmes-cle´s
limites
(
φi
)
i∈I
, que nous appelons pour simplifier la famille des polynoˆmes-cle´s, et la famille des
valeurs
(
γi
)
i∈I
.
De´finition. Une famille admissible A = (µi)i∈I est une famille admise si pour tout polynoˆme
f dans K[x] la famille (µi(f))i∈I admet un plus grand e´le´ment dans le groupe Γ.
De´finition. Une famille admissible A =
(
µi
)
i∈I
de valuations de K[x] est dite comple`te si
l’ensemble I posse`de un plus grand e´le´ment ι¯, sinon la famille admissible A est dite ouverte.
Remarque 1.2. Une famille admissible A est comple`te uniquement dans le cas ou` A est re´union
d’un nombre fini de familles simples et ou` la dernie`re famille simple S(N) est discre`te finie,
S(N) =
(
µ
(N)
1 , . . . , µ
(N)
nN
)
.
Dans ce cas la famille A est admise et la dernie`re valuation µι¯ = µ
(N)
nN de la famille peut eˆtre
une pseudo-valuation de K[x].
Remarque 1.3. Si la famille admissible A = (µi)i∈I est ouverte, elle est admise si pour tout
polynoˆme f il existe i ∈ I tel que µi(f) = µj(f) pour tout j ≥ i. C’est le cas si la famille A
est re´union infinie de familles admissibles simples, ou si la famille A est re´union de N familles
admissibles simples A = S(1)∪. . .∪S(N), telle que la dernie`re famille simple S(N) est une famille
discre`te infinie, c’est-a`-dire S(N) =
(
µ
(N)
l
)
l∈L(N)
avec L(N) infini, ou enfin si la famille simple
S(N) est de la forme S(N) =
(
(µ
(N)
l )l∈L(N) ; (µ
(N)
α )α∈A(N)
)
, avec Φ˜
(
(µ
(N)
α )α∈A(N)
)
= ∅, c’est-a`-dire
telle que pour tout f dans K[x] il existe α < β dans A(N) avec µ
(N)
α (f) = µ
(N)
β (f).
De´finition. La famille admise A = (µi)i∈I converge vers la valuation ou pseudo-valuation µ de
K[x] de´finie pour tout polynoˆme f par
µ(f) = Sup
(
µi(f) ; i ∈ I
)
.
Si l’ensemble I admet un plus grand e´le´ment ι¯, la limite de la famille est la valuation ou
pseudo-valuation µι¯, sinon la limite est une valuation de´finie par µ(f) = µi(f) pour i assez
grand dans I.
Nous avons une re´ciproque au re´sultat pre´ce´dent.
The´ore`me 1.4. (The´ore`mes 2.4. et 2.5. de [Va 1]) Soit µ une valuation ou pseudo-valuation
de K[x] prolongeant une valuation ν de K, alors il existe une famille admise de valuations de
K[x], note´e A(µ) et appele´e famille admise associe´e a` la valuation µ qui converge vers µ.
Remarque 1.5. La famille admise associe´e a` une valuation µ n’est pas unique, mais est
de´termine´e a` e´quivalence pre`s, ou` deux familles admissibles A =
⋃
j∈J S
(j) et A′ =
⋃
j∈J ′ S
′(j)
sont dites e´quivalentes si J = J ′, si les familles discre`tes D(j) =
(
µ
(j)
i
)
1≤i≤n
et D′(j) =(
µ′
(j)
i
)
1≤i≤n′
co¨ıncident jusqu’a` l’avant-dernie`re valuation, c’est-a`-dire quand n = n′ et µ
(j)
i =
µ
′(j)
i pour tout i, 1 ≤ i ≤ n − 1, et si les sous-familles continues C
(j) et C′(j) co¨ıncident asymp-
totiquement. (cf. Proposition 2.9. de [Va 2])
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De´finition. Une valuation µ de K[x] est dite bien spe´cifie´e si la famille admise A(µ) associe´e
est comple`te. Dans ce cas la valuation µ est la dernie`re valuation µι¯ de la famille A(µ) = (µi)i∈I .
Nous avons le re´sultat suivant :
Proposition 1.6. (Proposition 1.4 de [Va 3]) Les propositions suivantes sont e´quivalentes :
1) La valuation µ est bien spe´cifie´e.
2) La valuation µ n’est pas maximale pour la relation d’ordre ≤.
3) La valuation µ admet un polynoˆme-cle´.
4) La valuation µ peut eˆtre obtenue comme valuation augmente´e
µ = [µ0 ; µ(φ) = γ],
ou comme valuation augmente´e limite
µ =
[(
µα
)
α∈A
; µ(φ) = γ].
Si µ est une valuation bien spe´cifie´e, nous disons que le polynoˆme φι¯ apparaissant comme
dernier polynoˆme de la famille
(
φi
)
i∈I
de´finit la valuation ou pseudo-valuation µ. Si µ est
obtenue comme valuation augmente´ µ = [µ0 ; µ(φ) = γ], ou comme valuation augmente´e limite,
µ =
[(
µα
)
α∈A
; µ(φ) = γ], nous pouvons en particulier choisir φι¯ = φ.
Soit µ une valuation ou une pseudo-valuation de K[x], alors toute valuation µi d’une famille
admissible associe´e a` µ est une valuation bien spe´cifie´e, de´finie par le polynoˆme φi.
Pour toute valuation ou pseudo-valuation µ de K[x], les valuations µi appartenant a` une
famille admise associe´e a` µ sont de´finies de manie`re essentiellement unique (cf. remarque 1.5),
en particulier quand µ est bien spe´cifie´e, si µ est une valuation augmente´e, µ = [µ0 ; µ(φ) = γ],
la valuation µ0 est de´finie de manie`re unique, et si µ est une valuation augmente´e limite, µ =[(
µα
)
α∈A
; µ(φ) = γ], la famille
(
µα
)
α∈A
est bien de´finie asymptotiquement.
Dans la suite nous noterons alors
µ = [µ♯ ; µ(φ) = γ],
ou` µ♯ est la valuation µ0, resp. une famille continue de valuations
(
µα
)
α∈A
, et ou` φ est un
polynoˆme-cle´, resp. un polynoˆme-cle´ limite, pour µ♯. En ge´ne´ral le polynoˆme φ n’est pas de´fini
de manie`re unique, en fait les polynoˆmes φ et ψ de´finissent la meˆme valuation µ si et seulement
si ce sont des polynoˆmes unitaires de meˆme degre´ ve´rifiant µ♯(φ − ψ) ≥ γ, ou` nous posons
µ♯(f) = µA(f) = Sup(µα(f);α ∈ A) dans le cas ou` µ♯ est la famille
(
µα
)
α∈A
([Va 2]).
Remarque 1.7. Comme un polynoˆme-cle´ est irre´ductible, dans le cas ou` le corps K¯ est alge´bri
quement clos, une valuation bien spe´cifie´e µ est de la forme
µ = [ν ; µ(φ) = δ],
avec φ(x) = x−a. Cela correspond a` la valuation associe´e a` la paire minimale (a, δ) note´e ω(a,δ)
de´finie dans [A-P 1].
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2. Groupe des valeurs et alge`bre gradue´e
Soit µ une valuation sur un corps K de groupe des valeurs Γµ, pour tout sous-anneau A de K
et pour tout γ dans Γ¯µ = Γµ ∪ {+∞}, nous de´finissons les groupes Pγ(A) = {x ∈ A | µ(x) ≥ γ}
et P+γ (A) = {x ∈ A | µ(f) > γ}, et l’alge`bre gradue´e grµA associe´e a` la valuation µ par :
grµA =
⊕
γ∈Γ¯
Pγ(A)/P
+
γ (A) .
Nous notons Hµ l’application de A dans grµA qui a` tout e´le´ment x de A avec µ(x) = γ associe
l’image de x dans Pγ(A)/P
+
γ (A), et nous notons ∆µ(A) la partie homoge`ne de degre´ 0, ∆µ(A) =
P0(A)/P
+
0 (A).
En particulier pour A = K les groupes P0(K) et P
+
0 (K) sont respectivement l’anneau Vµ de
la valuation et son ide´al maximal, ∆µ(K) est e´gal a` son corps re´siduel κµ et l’alge`bre gradue´e
grµK est simple, i.e. tout e´le´ment homoge`ne non nul admet un inverse. Plus ge´ne´ralement si K
est le corps des fractions de A, l’alge`bre gradue´e grµK est l’alge`bre gradue´e simple engendre´e
par grµA et le corps re´siduel κµ est le corps des fractions de l’anneau ∆µ(A).
Soit A =
(
µi
)
i∈I
une famille admissible de valuations, et pour tout i ∈ I nous appelons Γµi
le groupe des ordres de la valuation µi.
Si µk et µl sont deux valuations appartenant a` la meˆme sous-famille simple S de la famille A
telles que µl est obtenue comme valuation augmente´e µl = [µk ; µl(φl) = γl], nous disons que
(µk, µl) forment un couple de valuations successives de la famille. Le groupe des ordres Γµl de
la valuation µl est e´gal a` Γµl = Γµk ⊕ Zγl, d’ou` l’e´galite´
[Γl : Γk] = τl
ou` τl est le plus petit entier t > 0 tel que tγl appartienne a` Γµk si γl appartient a` Γµl ⊗Z Q,
et ou` τl est +∞ sinon. Remarquons que la valuation µl admet un polynoˆme-cle´ qui n’est pas
µl-e´quivalent au polynoˆme φl si et seulement si la valeur γl appartient au groupe Γk ⊗Z Q, en
particulier si γl n’appartient pas a` Γµl⊗ZQ la valuation µl est la dernie`re valuation de la famille
admissible A.
Comme les valuations µk et µl ve´rifient µk(f) ≤ µl(f) pour tout f dans K[x] nous avons une
application naturelle g : grµkK[x]→ grµlK[x], et celle-ci induit un isomorphisme
G :
(
grµkK[x]/(Hµk(φl))
)
[T ] −−→ grµlK[x] ,
qui envoie T sur G(T ) = Hµl(φl) (cf. [Va 1]).
Rappelons qu’il existe qk et q
′
k dans K[x] ve´rifiant qkq
′
k µk-e´quivalent a` 1 et µk(qk) =
−µk(q
′
k) = µk(φl), et nous posons ϕl = Hµk(q
′
kφl). De plus si γl appartient a` Γµk ⊗Z Q, il
existe pl et p
′
l ve´rifiant plp
′
l µl-e´quivalent a` 1 et µl(pl) = −µl(p
′
l) = τlγl (cf. [Va 3]). Alors le
noyau de la composante de degre´ 0 de l’application g, g0 : ∆µk → ∆µl , est l’ide´al engendre´ par
ϕl, et nous avons :
- si γl n’appartient pas a` Γµk ⊗Z Q (
∆µk/(ϕl)
) ∼
−−→ ∆µl ,
- si γl appartient a` Γµk ⊗Z Q (
∆µk/(ϕl)
)
[Sl]
∼
−−→ ∆µl ,
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avec Sl = Hµl
(
p′lφl
τl
)
(cf. [Va 1] Remarque 1.5).
Si µl est la valuation augmente´e limite d’une famille continue C =
(
µα
)
α∈A
, associe´e au
polynoˆme cle´-limite φl, µl =
[(
µα
)
α∈A
; µl(φl) = γl
]
, nous de´finissons l’alge`bre gradue´e grA =
grµαK[x]/(Hµα(φβ)) qui ne de´pend pas du couple α < β dans A, et l’application naturelle de
grµαK[x] dans grµlK[x] induit un isomorphisme d’alge`bres gradue´es :
Q : grA[T ]
∼
−−→ grµlK[x] ,
qui envoie T sur Q(T ) = Hµl(φl). Nous appelons ∆A la composante de degre´ 0 de grA, cet
anneau est isomorphe a` ∆µβ/(ϕα) ou` (µα, µβ) est un couple de valuations successives de A
appartenant a` C, avec ϕα = Hµα
(
q′αφβ
)
.
Tous les groupes de valuation Γµα sont e´gaux et nous notons ce groupe ΓA. Pour tout γ dans
ΓA il existe p et p
′ = p′(γ) dans K[x] ve´rifiant pp′(γ)∼
µα
1 et µα(p) = −µα(p
′(γ)) = γ, pour
α ∈ A.
De plus si γl appartient a` ΓA⊗Z Q et si nous appelons comme pre´ce´demment τl le plus petit
entier t > 0 tel que tγl appartienne a` ΓA il existe p et p
′ dans K[x] tels que pp′ soit µα-e´quivalent
a` 1 pour α suffisamment grand et tels que µα(p
′) = −τlγl (cf. [Va 3] Proposition 2.2).
Alors le morphisme Q induit un isomorphisme en degre´ 0 :
- si γl n’appartient pas a` ΓA ⊗Z Q
Q0 : ∆A
∼
−−→ ∆µl ,
- si γl appartient a` ΓA ⊗Z Q
Q0 : ∆A[S]
∼
−−→ ∆µl ,
qui envoie S sur Hµl(p
′φl
τl).
Remarque 2.1. Soit µl une valuation de la famille A, nous notons Γ♯ le groupe des ordres
Γµk de la valuation µk si µl est obtenue comme valuation augmente´e, µl = [µk ; µl(φl) = γl],
ou le groupe des ordres ΓA si la valuation µl est obtenue comme valuation augmente´e limite,
µl =
[(
µα
)
α∈A
; µl(φl) = γl
]
.
Si µl n’est pas la dernie`re valuation de la famille A, il existe une valuation µm telle que
(µl, µm) est un couple de valuations successives, et nous e´crivons le polynoˆme-cle´ φm sous la
forme φm = φl
rl + . . .+ g0, nous avons rlγl ∈ Γ♯, en particulier γl appartient a` Γ♯ ⊗Z Q et nous
pouvons de´finir l’entier sl par rl = τlsl.
Proposition 2.2. Il existe une famille croissante de corps
(
Fk
)
k∈I∗
, avec F0 e´gal au corps
re´siduel κν de la valuation ν de K, telle que pour tout couple (µk, µl) de valuations successives
de A nous avons :
- si γl appartient a` Γµk ⊗Z Q
∆µl = Fk[Sl] , avec Sl = Hµl
(
p′lφ
τl
l
)
;
- si γl n’appartient pas a` Γµk ⊗Z Q
∆µl = Fk .
10 MICHEL VAQUIE´
De plus si l appartient a` I∗, Fl est un extension finie de Fk de degre´ sl, et pour l tel que la
valuation µl appartienne a` une famille continue C =
(
µα
)
α∈A
, le corps Fl est isomorphe a` ∆A.
En particulier tous les corps Fl sont des extensions alge´briques du corps re´siduel κν, et si la
famille A est constitue´e d’un nombre fini de sous-familles simples, tous les corps Fl sont des
extensions finies de κν .
Preuve. La proposition est une ge´ne´ralisation du re´sultat de MacLane (cf. [McL 1] Theorem 12.1
et [Va 1] The´ore`me 1.12) et se de´montre par re´currence (cf. [Va 3]) .
✷
Remarque 2.3. Nous avons montre´ de plus que si µk est la premie`re valuation µ
(j)
1 d’une sous-
famille simple S(j), et si nous notons F
(j)
0 le corps tel que ∆µk soit e´gal a` F
(j)
0 [S], alors Fk est
une extension alge´brique finie de F
(j)
0 de degre´ sk. En effet nous avons S = Hµk
(
p′kφk
τk
)
et le
corps Fk est e´gal a` ∆µk/(ϕl) ou` ϕl = Hµk(q
′
lφl) avec φl = φk
τksk + . . . + g0.
Proposition 2.4. (Proposition 2.3 de [Va 3]) Soit µ une valuation de l’anneau des polynoˆmes
K[x], alors l’alge`bre gradue´e associe´e grµK[x] est de la forme suivante :
i) si la valuation µ n’est pas bien spe´cifie´e
grµK[x] = G
(0) ,
ou` G(0) est une alge`bre gradue´e simple, c’est-a`-dire telle que tout e´le´ment homoge`ne non nul
admette un inverse ;
ii) si la valuation µ est bien spe´cifie´e
grµK[x] = G
(0)[T ] ,
ou` G(0) est une alge`bre gradue´e simple et T est l’image Hµ(φ) du polynoˆme φ de´finissant la
valuation µ.
De plus un e´le´ment homoge`ne ψ de grµK[x] est irre´ductible si et seulement si il existe f
polynoˆme-cle´ pour la valuation µ dans K[x] et ε e´le´ment homoge`ne inversible de grµK[x] tels
que εψ soit e´gal a` l’image Hµ(f) de f dans grµK[x].
Proposition 2.5. La valuation µ de K[x] est bien spe´cifie´e si et seulement si l’extension
(K(x), µ)/(K, ν) de corps value´s ve´rifie l’e´galite´ d’Abhyankar :
dim.alg.KK(x) = dim.alg.κνκµ + rang.rat.Γµ/Γν = 1.
Preuve. Rappelons que le corps re´siduel κµ est e´gal au corps des fractions de la partie homoge`ne
de degre´ 0, ∆µ de l’alge`bre gradue´e grµK[x].
Dans le cas ou` la valuation µ est obtenue comme valuation augmente´e, µ = [µ♯ ; µ(φ) = γ],
l’alge`bre gradue´e grµK[x] est de la forme G
(0)[T ] ou` l’alge`bre simple G(0) est isomorphe a`
l’alge`bre quotient grµ♯K[x]/(Hµ♯(φ)) et ou` T = Hµ(φ).
Si γ n’appartient pas a` Γµ♯⊗ZQ, la partie homoge`ne de degre´ 0, ∆µ, est isomorphe a` ∆µ♯/(ϕ♯),
c’est-a`-dire au corps F♯, nous en de´duisons que le corps re´siduel κµ de la valuation µ est isomorphe
a` F♯, par conse´quent est une extension alge´brique finie du corps re´siduel κν .
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Si γ appartient a` Γµ♯ ⊗Z Q, la partie homoge`ne de degre´ 0, ∆µ, est isomorphe a` ∆µ♯/(ϕ♯)[S],
avec S = Hµ(p
′φτ ) ou` τ est e´gal a` [Γµ : Γν ], et le corps re´siduel κµ de la valuation µ est isomorphe
a` F♯(S), par conse´quent est une extension transcendante de degre´ 1 du corps re´siduel κν .
Dans le cas ou` la valuation µ est obtenue comme valuation augmente´e limite, µ =
[(
µα
)
; µ(φ) =
γ
]
, nous avons un re´sultat analogue.
Si γ n’appartient pas a` ΓA⊗ZQ, la partie homoge`ne ∆µ est isomorphe a`∆A, le corps re´siduel
κµ de la valuation µ est isomorphe au corps ∆A et est donc une extension alge´brique finie du
corps re´siduel κν .
Si γ appartient a` ΓA⊗ZQ, la partie homoge`ne ∆µ est isomorphe a`∆A[S], avec S = Hµα(p
′φτ )
ou` τ est e´gal a` [Γµ : ΓA], et le corps re´siduel κµ de la valuation µ est isomorphe a` ∆A(S), par
conse´quent est une extension transcendante de degre´ 1 du corps re´siduel κν .
Si la valuation µ n’est pas bien spe´cifie´e, chacune des valuations µl de la famille admise A
associe´e a` la valuation µ a un groupe des ordres Γµl qui est une extension finie du groupe Γν ,
donc le groupe Γµ, re´union des groupes Γµl a meˆme rang rationnel que le groupe Γν .
Le corps re´siduel κµ est la re´union des corps Fl, extensions finies de κν , donc une extension
alge´brique du corps re´siduel κν . ✷
Nous pouvons de´duire de ce qui pre´ce`de le re´sultat suivant, qui re´pond a` une question pose´e
par Nagata (cf. [Na]) et a e´te´ re´solue par J. Ohm ([Oh]). Rappelons que nous disons qu’une
extension de corps l/k est re´gle´e s’il existe k ⊂ k1 ⊂ l avec l/k1 extension transcendante pure
de degre´ 1 et k1/k extension alge´brique finie.
Corollaire 2.6. (The ruled residue conjecture) Soit (K(x), µ)/(K, ν) une extension de
corps value´s, alors le corps re´siduel κµ est une extension alge´brique ou re´gle´e du corps re´siduel
κν.
Le rang rg(µ) de la valuation µ est compris entre rg(ν) et rg(ν)+1, la valuation µ a le meˆme
rang que la valuation ν si γ appartient au groupe Γν ⊗Z R, sinon la valeur γ appartient a` un
groupe totalement ordonne´ Γ˜ qui contient Γν comme sous groupe isole´ et γ ve´rifie γ > δ pour
tout δ dans Γν .
Dans ce ce dernier cas la valuation µ est essentiellement unique, c’est-a`-dire que si nous nous
donnons un polynoˆme φ qui est polynoˆme-cle´ pour une valuation µ♯ ou polynoˆme-cle´ limite pour
une famille de valuation
(
µα
)
α∈A
, la valuation bien spe´cifie´e µ de´finie par le polynoˆme φ et la
valeur γ est inde´pendante a` e´quivalence pre`s de la valeur γ choisie dans Γ˜ \ Γν .
De plus le polynoˆme φ qui de´finit une valuation µ de rang rg(µ) = rg(ν) + 1 est unique. En
effet si deux polynoˆmes φ et ψ de´finissent la meˆme valuation µ comme valuation augmente´e ou
comme valuation augmente´e limite avec la valeur γ, nous avons l’ine´galite´ µ(ψ − φ) ≥ γ.
Remarque 2.7. Si nous prenons γ = +∞ nous trouvons une pseudo-valuation de K[x] dont
le noyau est e´gal a` l’ide´al engendre´ par φ. Il y a une bijection entre l’ensemble des valuations
µ de K[x] de rang rg(µ) = rg(ν) + 1 et l’ensemble des pseudo-valuations de K[x] de noyau
non trivial, et l’e´tude des valuations de rang rg(µ) = rg(ν) + 1 de´finies par le polynoˆme φ est
e´quivalente a` l’e´tude des pseudo-valuations de noyau (φ), c’est-a`-dire a` l’e´tude des valuations de
l’extension L = K[x]/(φ) de K qui prolongent ν.
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Proposition 2.8. Soit µ une valuation bien spe´cifie´e de K[x] de´finie par le polynoˆme φ, et soit
grµK[x] = G
(0)[T ] l’alge`bre gradue´e associe´e avec T = Hµ(φ), alors si ψ est un autre polynoˆme
qui de´finit la valuation µ nous avons S = Hµ(ψ) qui est e´gal a` T ou a` T − h avec h ∈ G
(0) de
valuation µ(h) = µ(φ) = µ(ψ).
Re´ciproquement tout ge´ne´rateur homoge`ne S de l’alge`bre gradue´e grµK[x] sur l’alge`bre simple
G(0) est de la forme S = T − h avec h ∈ G(0) de degre´ µ(h) = µ(φ) = µ(ψ), et il existe un
polynoˆme ψ dans K[x] qui de´finit la valuation µ avec Hµ(ψ) = S.
Preuve. Si la valuation µ est obtenue comme valuation augmente´e µ = [µ′ ; µ(φ) = γ] c’est une
conse´quence du re´sultat suivant :
deux valuations augmente´es µ1 et µ2 d’une meˆme valuation µ de´finies respectivement par des
polynoˆmes-cle´s φ1 et φ2 et des valeurs γ1 et γ2 sont e´gales si et seulement si γ1 = γ2 et si les
polynoˆmes φ1 et φ2 ont meˆme degre´ et ve´rifient µ(φ1 − φ2) ≥ γ1 (Proposition 1.2. de [Va 2]).
Si la valuation µ est obtenue comme valuation augmente´e limite µ =
[(
µα
)
α∈A
; µ(φ) = γ]
c’est une conse´quence du re´sultat analogue :
deux valuations augmente´es limites µ1 et µ2 d’une meˆme famille admissible continue C =(
µα
)
α∈A
de´finies respectivement par des polynoˆmes-cle´s limites φ1 et φ2 et des valeurs γ1 et γ2
sont e´gales si et seulement si γ1 = γ2 et si les polynoˆmes φ1 et φ2 ont meˆme degre´ et ve´rifient
µA(φ1 − φ2) ≥ γ1 (Proposition 1.4. de [Va 2]). ⊔⊓
Nous rappelons aussi le re´sultat suivant, qui est une conse´quence de la proposition pre´ce´dente,
mais qui peut se de´montrer aussi directement a` partir des propositions 1.2 et 1.4 de [Va 2].
Proposition 2.9. Soit µ une valuation bien spe´cifie´e de K[x] de´finie par le polynoˆme φ, et soit
ψ un polynoˆme unitaire de K[x] ve´rifiant deg ψ = deg φ et µ(ψ) = µ(φ), alors le polynoˆme ψ
de´finit la valuation µ.
⊔⊓
Dans la suite de ce paragraphe nous allons supposer que le corps K est alge´briquement clos,
alors pour toute valuation ν de K le corps re´siduel κν est aussi alge´briquement clos et le groupe
des valeurs Γν est divisible. De plus dans le cas ou` K est alge´briquement clos, les e´le´ments
irre´ductibles de l’anneau K[x] sont les polynoˆmes de degre´ 1, nous en de´duisons que toute
valuation µ de K[x] est de´finie entie`rement par les valeurs µ(x − b), pour b ∈ K, et que tout
polynoˆme f de degre´ plus grand que 2 ne peut pas eˆtre un polynoˆme-cle´ ou un polynoˆme-cle´
limite.
Nous rappelons que pour tout corps L, pour trouver la famille admise A associe´e a` une
valuation µ de L[x] le premier pas est de conside´rer l’ensemble Λµ = {µ(x− b) | b ∈ L}. Si cet
ensemble a un plus grand e´le´ment δ nous choisissons un polynoˆme φ = x− a pour lequel cette
valeur est atteinte et la premie`re valuation µ1 de la famille est la valuation associe´e, c’est-a`-dire
la valuation µ1 = ω(a,δ). Alors soit la valuation µ1 est la valuation µ cherche´e, soit il existe un
polynoˆme-cle´ φ pour la valuation µ1 dans L[x] de degre´ strictement supe´rieur a` 1.
Si l’ensemble Λµ n’a pas de plus grand e´le´ment nous trouvons un sous-ensemble {δα;α ∈ A}
cofinal dans Λµ, indexe´ par un ensemble totalement ordonne´ A, sans plus grand e´le´ment, avec
δα < δβ pour α < β, et pour tout α ∈ A nous choisissons un polynoˆme φα = x − aα ve´rifiant
µ(φα) = δα. Alors la famille C de valuation de´finie par C =
(
ω(aα,δα)
)
α∈A
est une famille continue
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de valuations de L[x]. Pour tout α < β dans A nous avons ν(aβ − aα) = γα, en particulier la
famille (aα)α∈A ve´rifie
ν(aτ − aσ) > ν(aσ − aρ)
pour tous τ > σ > ρ dans A, et nous retrouvons la de´finition d’Ostrowski de famille pseudo-
convergente ([Os], [Ka]). De plus si cette famille admet un polynoˆme-cle´ limite celui-ci est de
degre´ strictement supe´rieur a` 1.
Nous en de´duisons le re´sultat suivant.
Proposition 2.10. Supposons que le corps K est alge´briquement clos, alors une valuation µ de
K[x] est soit une valuation de la forme µ = ω(a,δ), soit une une valuation associe´e a` une famille
pseudo-convergente.
Preuve. Comme il ne peut pas exister de polynoˆme-cle´ ou polynoˆme-cle´ limite de degre´ stric-
tement plus grand que 1, soit l’ensemble Λµ = {µ(x− b) | b ∈ K} a un plus grand e´le´ment
δ, la valuation µ est bien spe´cifie´e et est de la forme µ = ω(a,δ), soit l’ensemble Λµ n’a pas
de plus grand e´le´ment, la valuation µ n’est pas bien spe´cifie´e et elle est associe´e a` la famille
pseudo-convergente (aα)α∈A.
✷
En particulier si la valuation µ n’est pas bien spe´cifie´e, le corps re´siduel κµ de la valuation µ est
e´gal au corps re´siduel κν de la valuation ν et le groupe des ordres Γµ est e´gal au groupe des ordres
Γν , et nous en de´duisons que l’extension de corps value´s (K(x), µ)/(K, ν) est imme´diate (cf.
[Ka]). Nous e´tudions dans l’Annexe A le lien entre les re´sultats de Kaplansky sur les extensions
imme´diates et la pre´sentation des extensions de valuations a` partir des familles admissibles.
Dans le cas ou` le corps K est alge´briquement clos, pour de´crire toutes les valuations de K[x]
prolongeant la valuation ν de K, nous munissons K de la distance ultrame´trique associe´e a` ν.
Pour tout a ∈ K et tout δ ∈ Γ nous de´finissons les boules ferme´e B et ouverte B◦ de centre a
et de rayon δ respectivement par
B = B(a, δ) =
{
c ∈ K / ν(a− c) ≥ δ
}
,
B◦ = B◦(a, δ) =
{
c ∈ K / ν(a− c) > δ
}
.
Comme la distance de´finie par la valuation ν est ultrame´trique tout e´le´ment appartenant a` une
boule ouverte ou ferme´e est son centre, plus pre´cise´ment si b ∈ B◦(a, δ), resp. b ∈ B(a, δ), alors
B◦(a, δ) = B◦(b, δ), resp. B(a, δ) = B(b, δ).
Proposition 2.11. Toute boule ferme´e B = B(a, δ) de´finit une valuation bien spe´cifie´e µ de
K[x] par µ = ω(a,δ), qui ne de´pend pas du centre a, et toute valuation bien spe´cifie´e µ est de
cette forme.
A` toute valuation µ qui n’est pas bien spe´cifie´e, on peut associer une famille de´croissante
(Bα = B(aα, δα))α∈A de boules ferme´es, ou` A est un ensemble totalement ordonne´ sans plus
grand e´le´ment, dont l’intersection
⋂
αBα est vide, telle que la valuation µ est de´finie par
µ(x− c) = Sup (ν(c− aα) ; α ∈ A) .
Preuve. La premie`re partie concernant les valuations bien spe´cifie´es µ est une conse´quence directe
de ce qui pre´ce`de.
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Pour une valuation qui n’est pas bien spe´cifie´e µ il reste a` ve´rifier que l’intersection
⋂
αBα
est vide. En effet la valuation µ est de´finie par une famille continue C =
(
ω(aα,δα)
)
α∈A
, et par
hypothe`se pour tout c ∈ K il existe α ∈ A tel que µ(x−c) < µ(x−aα) = δα, d’ou` ν(aα−c) < δα.
✷
Remarque 2.12. Si µ1 et µ2 sont deux valuations bien spe´cifie´es de K[x] de´finies respectivement
par µ1 = ω(a1,δ1) et µ2 = ω(a2,δ2), nous avons µ1 ≤ µ2 si et seulement si δ1 ≤ δ2 et δ1 ≤ ν(a1−a2),
c’est-a`-dire si et seulement si B(a2, δ2) ⊂ B(a1, δ1).
Soit µ une valuation bien spe´cifie´e de K[x] de la forme µ = ω(a,δ), sans supposer que le corps
K soit alge´briquement clos. Si δ n’appartient pas au groupe Γν , le groupe des ordres Γµ est e´gal
a` Γν ⊕ δZ et nous avons
rang.Γµ/Γν = rang.rat.Γµ/Γν = 1 et κµ = κν .
Si δ appartient au groupe Γν , alors le groupe des ordres Γµ est e´gal a` Γν et le corps re´siduel κµ
est une extension transcendante de κν engendre´ par l’image de b(x−a) ou` b ∈ K avec ν(b) = −δ,
d’ou` :
Γµ = Γν et dim.alg.κνκµ = 1 .
Dans tous les cas l’alge`bre gradue´e associe´e grµK[x] associe´e a` la valuation bien spe´cifie´e µ =
ω(a,δ) est isomorphe a` G
(0)[S], ou` G(0) est une alge`bre gradue´e simple isomorphe a` grνK, et S
est l’image Hµ(x− a). Pour tout a
′ ∈ K nous avons
Hµ(x− a
′) = S si µ(x− a′) = µ(x− a) < ν(a− a′),
Hµ(x− a
′) = S −Hν(a− a
′) si µ(x− a′) = µ(x− a) = ν(a− a′),
Hµ(x− a
′) = Hν(a− a
′) si µ(x− a′) = ν(a− a′) < µ(x− a),
d’ou` la remarque suivante.
Remarque 2.13. Soit µ une valuation bien spe´cifie´e de K[x] de la forme µ = ω(a,δ), alors le
polynoˆme (x− b) a son image Hµ(x− b) inversible dans l’alge`bre gradue´e grµK si et seulement
si ν(a− b) < δ.
3. Passage a` la cloˆture alge´brique
Dans cette partie nous nous donnons un corps value´ (K, ν), une cloˆture alge´brique K¯ de K
et une valuation ν¯ de K¯ qui prolonge la valuation ν, nous conside´rons une valuation µ de K[x]
qui prolonge la valuation ν et nous allons e´tudier les prolongements µ¯ a` K¯[x] de µ qui sont aussi
des prolongements de la valuation ν¯.
De´finition. Pour tout polynoˆme f de K[x] nous de´finissons l’ e´tendue de f , que nous notons
εµ(f), par
εµ(f) = Sup
(
µ¯(x− a) ; a racine de f dans K¯
)
,
ou` µ¯ est un prolongement de la valuation µ.
Proposition 3.1. L’e´tendue du polynoˆme f est inde´pendante du prolongement µ¯ choisi.
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Preuve. Soient µ¯1 et µ¯2 deux prolongements de la valuation µ de K[x] a` K¯[x], alors il existe σ
dans Aut(K¯(x)/K(x)) ≃ Aut(K¯/K) tel que µ1 = µ2 ◦ σ, en particulier pour tout a ∈ K¯ nous
avons
µ¯1(x− a) = µ¯2(x− σ(a)) .
Comme le groupeAut(K¯/K) agit transitivement sur les racines du polynoˆme f nous en de´duisons
que les ensembles
{
µ¯1(x − a) ; a racine de f dans K¯
}
et
{
µ¯2(x − a) ; a racine de f dans K¯
}
sont e´gaux.
⊔⊓
Proposition 3.2. La valuation µ¯ est bien spe´cifie´e si et seulement si la valuation µ l’est.
Preuve. Comme la valuation µ¯ est une extension de la valuation µ nous avons un morphisme
injectif canonique d’alge`bres gradue´es inte`gres
ρ : grµ(K[x])


// grµ¯(K¯[x]) .
Nous supposons d’abord que la valuation µ n’est pas bien spe´cifie´e, alors l’alge`bre gradue´e
grµ(K[x]) est simple, et nous devons montrer que pour tout a ∈ K¯, l’e´le´ment Hµ¯(x − a) est
inversible dans grµ¯(K¯[x]). Soit a ∈ K¯, et soit φ le polynoˆme minimal de a sur K, nous e´crivons
φ(x) =
∏d
i=1(x− ai), ou` les ai sont les racines de φ dans K¯. L’image de Hµ(φ) par ρ est e´gale
au produit
d∏
i=1
Hµ¯(x− ai) ,
et comme Hµ(φ) est inversible dans grµ(K[x]), chacun des facteurs Hµ¯(x − ai) est inversible
dans grµ¯(K¯[x]).
Re´ciproquement nous supposons que la valuation µ est bien spe´cifie´e, alors l’alge`bre gradue´e
grµ(K[x]) est isomorphe a` une alge`bre de polynoˆmes G
(0)[T ], ou` G(0) est une alge`bre simple et
T est l’image Hµ(φ) du polynoˆme-cle´ φ qui de´finit la valuation µ.
Si la valuation µ¯ n’e´tait pas bien spe´cifie´e, l’image de T par ρ serait inversible dans grµ¯(K¯[x])
et il existerait en particulier b ∈ K¯ tel ρ(T ) = Hµ¯(b). Il existe un polynoˆme a` coefficients dans
K, dont b est une racine, cnX
n + cn−1X
n−1 + . . . + c1X + c0, avec cj ∈ K et c0 6= 0. En
particulier, si nous nous restreignons aux termes de valuation minimale, il existe k, k ≥ 2, et
0 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n tels que
Hµ¯(cikb
ik) +Hµ¯(cik−1b
ik−1) + . . .+Hµ¯(ci1b
i1) = 0
dans grµ¯(K¯[x]). Nous en de´duirions la relation
Hµ(cik)T
ik +Hµ(cik−1)T
ik−1 + . . . +Hµ(ci1)T
i1 = 0
dans grµ(K[x]) = G
(0)[T ], ce qui est impossible car les Hµ(ci) sont dans G
(0).
⊔⊓
Proposition 3.3. Soit f un polynoˆme dans K[x] alors son image Hµ(f) est inversible dans
grµ(K[x]) si et seulement si son image Hµ¯(f) = ρ(Hµ(f)) est inversible dans grµ(K¯[x]).
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Preuve. L’implication Hµ(f) inversible ⇒ Hµ¯(f) inversible est e´vidente.
Pour montrer l’implication re´ciproque, nous pouvons supposer que les valuations µ et µ¯ sont
bien spe´cifie´es, et soit f ∈ K[x] tel que Hµ¯(f) est inversible. Alors il existe b ∈ K¯ tel que
Hµ¯(f) = Hµ¯(b), et comme dans la de´monstration pre´ce´dente nous pouvons trouver des entiers
k, k ≥ 2, et 0 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n, et des e´le´ments ci1 , . . . , cik dans K non nuls tels que
Hµ¯(cikb
ik) +Hµ¯(cik−1b
ik−1) + . . .+Hµ¯(ci1b
i1) = 0
dans grµ¯(K¯[x]). Nous en de´duisons que nous avons
(
Hµ(cikf
ik−i1−1) + . . .+Hµ(ci2f
i2−i1−1)
)
Hµ(f) +Hµ(ci1) = 0 ,
et par conse´quent Hµ(f) est inversible.
⊔⊓
The´ore`me 3.4. La valuation µ est bien spe´cifie´e si et seulement si l’ensemble
Eµ = {εµ(f) | f ∈ K[x]}
admet un plus grand e´le´ment εµ.
Dans ce cas un polynoˆme φ de´finit la valuation µ si et seulement si φ est un polynoˆme unitaire
de K[x] de degre´ minimal ve´rifiant εµ(φ) = εµ.
Preuve. D’apre`s la proposition 3.2 la valuation µ est bien spe´cifie´e si et seulement si la valuation
µ¯ l’est, c’est-a`-dire si et seulement si l’ensemble Λµ¯ = {µ¯(x − b) | b ∈ K¯} admet un plus grand
e´le´ment λµ¯ (cf. proposition 2.10).
Supposons que la valuation µ est bien spe´cifie´e et soit a ∈ K¯ tel que λµ¯ = µ¯(x − a), alors
par de´finition pour tout polynoˆme f dans K[x] nous avons l’ine´galite´ εµ(f) ≤ λµ¯. Si φ est le
polynoˆme minimal de a dans K[x], plus ge´ne´ralement si φ est un polynoˆme dans K[x] qui admet
a comme racine, nous avons par de´finition µ¯(x− a) ≤ εµ(φ). Nous en de´duisons que l’ensemble
Eµ admet un plus grand e´le´ment εµ e´gal a` λµ¯, et que la valeur εµ est atteinte pour tout polynoˆme
φ de K[x] admettant a comme racine.
Re´ciproquement supposons que la valuation µ n’est pas bien spe´cifie´e, l’ensemble Λµ¯ n’admet
pas de plus grand e´le´ment, en particulier pour tout polynoˆme f de K[x] nous pouvons trouver
a ∈ K¯ tel que µ¯(x−a) > µ¯(x−b) pour toute racine b de f . Un polynoˆme g dans K[x] admettant
a comme racine ve´rifie alors εµ(g) > εµ(f), par conse´quent l’ensemble Eµ n’admet pas de plus
grand e´le´ment.
Soit φ un polynoˆme de K[x] qui de´finit la valuation µ alors nous avons un isomorphisme
grµK[x] = G
(0)[T ] ,
ou` G(0) est une alge`bre gradue´e simple et T est l’image Hµ(φ) du polynoˆme φ et nous e´crivons
comme pre´ce´demment φ(x) =
∏d
i=1(x− ai), ou` les racines ai de φ dans K¯ ve´rifient
εµ(φ) = µ¯(x− a1) = . . . = µ¯(x− ac) > µ¯(x− ac+1) ≥ . . . ≥ µ¯(x− ad) .
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Nous ne supposons pas que le polynoˆme φ est se´parable, par conse´quent les racines a1, . . . , ad de
φ ne sont pas suppose´es distinctes. L’image ρ(T ) de T dans grµ¯(K¯[x]) est alors e´gale au produit
d∏
i=1
Hµ¯(x− ai) ,
et nous de´duisons de la de´monstration de la proposition 3.2 que ρ(T ) n’est pas inversible. En
particulier un des facteurs Hµ¯(x − ai) est non inversible, par conse´quent nous avons l’e´galite´
µ¯(x− ai) = λµ¯ = Sup{µ¯(x− b) | b ∈ K¯}, d’ou` εµ(φ) = λµ¯.
Re´ciproquement supposons que l’ensemble Eµ = {εµ(f) | f ∈ K[x]} admet un plus grand
e´le´ment εµ et soit φ un polynoˆme unitaire deK[x] ve´rifiant εµ(φ) = εµ. Nous e´crivons encore φ =∏d
i=1(x− ai) et si Hµ(φ) e´tait inversible dans grµ(K[x]) nous de´duirions comme pre´ce´demment
que chacun des facteurs Hµ¯(x − ai) serait inversible dans grµ¯(K¯[x]), en particulier il existerait
a ∈ K¯ tel que µ¯(x− ai) < µ¯(x− a), ce qui contredit l’hypothe`se εµ(φ) = εµ.
⊔⊓
Corollaire 3.5. Le polynoˆme irre´ductible φ de K[x] de´finit la valuation µ si et seulement si
une racine a de φ dans K¯ de´finit une valuation µ¯ de K¯[x] qui prolonge µ.
Plus pre´cise´ment si nous e´crivons φ(x) =
∏d
i=1(x− ai), avec a = a1 et ou` les racines ai de φ
dans K¯ ve´rifient
εµ(φ) = µ¯(x− a1) = . . . = µ¯(x− ac) > µ¯(x− ac+1) ≥ . . . ≥ µ¯(x− ad) .
la valuation µ¯ est la valuation associe´e a` la paire (ai, δ) pour 1 ≤ i ≤ c et δ = εµ(φ).
⊔⊓
Dans la suite nous appelons p l’exposant caracte´ristique du corps K, i.e. p = 1 si K est de
caracte´ristique nulle et p est e´gal a` la caracte´ristique de K sinon.
Soit a un e´le´ment de K¯ et soit φ son polynoˆme irre´ductible sur K alors il existe un polynoˆme
irre´ductible se´parable sur K, φsep, et un entier n ≥ 0 tel que nous ayons l’e´galite´ φ(x) =
φsep(x
pn). Le degre´ ds du polynoˆme φsep est par de´finition le degre´ de se´parabilite´ de l’extension
(L/K), ou` L est la sous-extension de K¯ engendre´e par a, L = K(a) ≃ K[x]/(φ), et nous avons
d = [L : K] = pnds et ds = [L : K]sep = [G : H], ou` nous appelons respectivement G et H
les groupes de Galois Gal(K¯/K) et Gal(K¯/L). En particulier nous pouvons identifier H au
sous-groupe {σ ∈ G / σ(a) = a}. Si nous posons Rac(φ) = {a1, . . . , ads} alors nous avons :
φ(x) = φsep(x
pn) =
ds∏
i=1
(x− ai)
pn ,
Comme pre´ce´demment nous conside´rons une valuation µ de l’anneau des polynoˆmes K[x]
bien spe´cifie´e, c’est a` dire de la forme
µ = [µ♯ ; µ(φ) = γ] ,
telle que le polynoˆme-cle´ ou le polynoˆme-cle´ limite φ est de degre´ d, d ≥ 2, et nous posons
φ(x) = φsep(x
pn) avec φsep se´parable de degre´ ds.
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Il existe une racine a1 du polynoˆme φ dans K¯ et une valuation µ¯ de l’anneau K¯[x] qui prolonge
la valuation µ qui est de la forme µ¯ = ω(a1,δ) pour une certaine valeur δ, et nous notons aj ,
1 ≤ j ≤ ds, les racines de φ de telle fac¸on que nous ayons
ν¯(a1 − aj) ≥ ν¯(a1 − aj+1) pour 2 ≤ j ≤ ds − 1 .
Pour toute valeur δ dans Γ˜ nous notons c(δ) le plus petit entier j, 1 ≤ j ≤ ds, tel que nous
ayons ν¯(a1 − aj) ≥ δ, en particulier si c(δ) < n nous avons
ν¯(a1 − ac(δ)) ≥ δ > ν¯(a1 − ac(δ)+1) .
La valuation ω(a1,δ) ve´rifie alors ω(a1,δ) = ω(aj ,δ) pour 1 ≤ j ≤ c(δ) et nous avons les e´galite´s
suivantes :
ω(a1,δ)(x− aj) = δ pour 1 ≤ j ≤ c(δ)
ω(a1,δ)(x− aj) = ν¯(a1 − aj) < δ pour c(δ) + 1 ≤ j ≤ ds .
Lemme 3.6. Avec les notations pre´ce´dentes supposons que la valuation ω(a1,δ) soit un prolon-
gement µ¯ de la valuation µ a` K¯[x], alors nous avons :
µ(φ) = γ = pn
(
c(δ)δ +
ds∑
j=c(δ)+1
ν¯(a1 − aj)
)
≤ pndsδ = degφ δ ,
avec l’ine´galite´ stricte µ(φ) < degφ δ seulement dans le cas ou` c(δ) < ds, c’est-a`-dire dans le
cas ou` la valuation µ admet plusieurs prolongements distincts a` K¯[x].
Proposition 3.7. Pour toute racine a du polynoˆme-cle´ φ il existe au plus une valuation µ¯ de
K¯[x] qui prolonge les valuations ν¯ et µ qui soit de la forme µ¯ = ω(a,δ).
Preuve. Soit a = a1 une racine de φ, nous choisissons les autres racines ai de fac¸on a` avoir les
ine´galite´s ν¯(a1 − aj) ≥ ν¯(a1 − aj+1). Supposons que nous ayons deux valeurs δ et δ
′ dans Γ˜
telles que les valuations ω(a1,δ) et ω(a1,δ′) soient des prolongements de la valuation µ, et notons
respectivement c et c′ les plus petits entiers tels que nous ayons ν¯(a1−ac) ≥ δ et ν¯(a1−ac′) ≥ δ
′.
D’apre`s le lemme 3.6 nous avons l’e´galite´ :
pn
(
cδ +
ds∑
j=c+1
ν¯(a1 − aj)
)
= pn
(
c′δ′ +
ds∑
j=c′+1
ν¯(a1 − aj)
)
.
Si c = c′ nous en de´duisons l’e´galite´ δ = δ′.
Si c′ > c alors nous avons δ > ν¯(a1 − ac′) ≥ δ
′, et nous de´duisons de l’e´galite´ pre´ce´dente que
nous avons
cδ +
c′∑
j=c+1
ν¯(a1 − aj) = c
′δ′ ,
avec δ > δ′ et ν¯(a1 − aj) ≥ δ
′ pour tout j ≤ c′, ce qui est impossible.
⊔⊓
Nous de´duisons de ce qui pre´ce`de que si les racines du polynoˆme φ sont tre`s proches pour la
distance de´finies par ν¯ sur K¯ la valuation µ, de´finie par le polynoˆme φ admet un seul prolonge-
ment.
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Proposition 3.8. La valuation µ admet un unique prolongement µ¯ a` K¯[x] si et seulement si
nous avons pour tout couple de racines (a, b) de φ :
ν¯(a− b) ≥ µ(φ)/degφ .
Preuve. Supposons que la valuation µ admette un seul prolongement µ¯ = ω(a,δ), alors nous avons
pour toute racine b l’ine´galite´ ν¯(a− b) ≥ δ avec δ = µ(φ)/degφ.
Supposons maintenant que nous avons l’ine´galite´ ν¯(a−b) ≥ µ(φ)/degφ pour tout couple (a, b)
de racines, et soit µ¯ un prolongement de µ de la forme µ¯ = ω(a,δ). Nous notons c le nombre de
racines b ve´rifiant ν¯(a − b) ≥ δ et d = pnds = degφ, et nous de´duisons alors du lemme 3.6 la
relation
µ(φ) = pn
(
cδ +
∑
{b/ν¯(a−b)<δ}
ν¯(a− b)
)
≥ pncδ + pn(ds − c)µ(φ)/d ,
d’ou` le re´sultat.
⊔⊓
Dans la suite de ce paragraphe nous supposerons que le corps value´ (K, ν) est hense´lien,
la valuation ν admet donc un seul prolongement note´ ν¯ au corps K¯, en particulier pour tout
automorphisme σ dans le groupe de Galois G = Gal(K¯/K) la valuation ν¯ ◦ σ est e´gale a` la
valuation ν¯.
The´ore`me 3.9. Soit µ une valuation bien spe´cifie´e de K[x] de´finie par un polynoˆme φ de degre´
d, et soit a une racine de φ dans K¯. Alors il existe une valeur δ dans Γ˜ et des automorphismes
σ1 = id, σ2, . . . , σk, avec 1 ≤ k ≤ d, dans le groupe de Galois G = Gal(K¯/K) tels que les
prolongements µ¯(l) de la valuation µ a` K¯[x] sont les valuations ω(σl(a),δ), pour 1 ≤ l ≤ k.
Preuve. Si µ¯ est un prolongement de la valuation µ, alors tous les prolongements de µ sont de
la forme µ¯ ◦ σ pour σ appartenant au groupe de Galois Gal(K¯/K). Supposons que µ¯ soit la
valuation ω(a,δ) pour une racine a de φ, alors la valuation µ¯ ◦ σ est la valuation ω(σ−1(a),δ). En
effet la valuation µ¯ = ω(a,δ) est de´termine´e par l’e´galite´
µ¯(x− b) = Inf
(
δ, ν¯(a− b)
)
,
ou` b parcourt K¯.
Comme (K, ν) est hense´lien nous en de´duisons que pour tout b nous avons
µ¯ ◦ σ(x− b) = Inf
(
δ, ν¯(a − σ(b))
)
= Inf
(
δ, ν¯(σ−1(a)− b)
)
.
Comme le groupe de Galois agit transitivement sur les racines du polynoˆme φ nous en
de´duisons que pour toute racine a de φ il existe un prolongement µ¯ de la valuation µ de la
forme ω(a,δ), et nous de´duisons de la proposition 3.7 que la valeur δ est de´termine´e uniquement
par la valuation µ.
⊔⊓
Les diffe´rents prolongements de la valuation µ a` K¯[x] correspondent aux diffe´rentes boules
ferme´es B(a, δ) de K¯ ou` a parcourt l’ensemble Rac(φ) des racines distinctes de φ, et deux boules
B(a, δ) et B(a′, δ) sont disjointes si ν¯(a− a′) < δ ou e´gales sinon.
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Soit B une boule ferme´e de K¯, alors pour tout σ dans le groupe de Galois G la boule σ.B
est e´gale a` B si pour tout a dans B l’image σ(a) appartient a` B et est disjointe de B sinon, en
fait il suffit qu’il existe un e´le´ment a de B tel que son image appartienne a` B pour que σ.B soit
e´gale a` B. Nous pouvons de´finir HB par
HB :=
{
σ ∈ G /σ.B = B
}
.
Il est facile de ve´rifier que les HB sont des sous-groupes du groupe de Galois G qui ve´rifient
(1) HB ⊂ HB′ pour B ⊂ B
′ ;
(2) Hτ.B = τ.HB.τ
−1.
Il y a une bijection naturelle entre l’ensemble quotient G/HB et l’ensemble
{
B(l)
}
des boules
ferme´es disjointes conjugue´es a` B par l’action du groupe de Galois G.
Si un e´le´ment b de K¯ appartient a` B, la boule B est la boule ferme´e B(b, δ) et le sous-groupe
HB s’identifie au sous-groupe H(b,δ) de´fini par
H(b,δ) :=
{
σ ∈ G /ν¯(b− σ(b)) ≥ δ
}
,
et comme pre´ce´demment nous avons H(b,δ) ⊂ H(b,δ′) pour δ ≥ δ
′, et H(τ(b),δ) = τ.H(b,δ).τ
−1.
Rappelons que pour tout e´le´ment b de K¯ nous de´finissons la constante de Krasner ∆K(b) par
∆K(b) = Sup
(
ν¯(b− b′) ; b′ conjugue´ de b , b′ 6= b
)
.
Alors, pour δ > ∆K(b) le sous-groupe H(b,δ) est e´gal au groupe de Galois H = Gal(K¯/K(b)).
La bijection naturelle entre l’ensemble quotient G/H et l’ensemble Rac(ψ) des racines du
polynoˆme irre´ductible ψ = IrrK(b) de b sur K induit une bijection entre HB/H et l’ensemble
RacB(ψ) des racines de ψ appartenant a` la boule ferme´e B = B(b, δ). En particulier l’ensemble
G/HB est fini et il existe σ1, . . . , σk dans G tels que l’ensemble
{
B(l)
}
des boules ferme´es
conjugue´es a` B soit e´gal a`
{
σl.B
}
, avec σ1 = id et B(1) = B. En particulier les prolongements
µ¯(l) de la valuation µ a` K¯[x] de´finis au the´ore`me 3.9 sont les valuations associe´es aux boules
B(l).
Nous de´finissons la distance ηl,l′ entre deux boules distinctes B(l) et B(l′) par
ηl,l′ = ν¯(b− b
′) pour b ∈ B(l) et b
′ ∈ B(l′) ,
et ceci est inde´pendant des e´le´ments b et b′ choisis car la distance associe´e a` ν¯ est ultra-me´trique,
et ve´rifie ηl,l′ < δ.
Soit b appartenant a` K¯, nous notons L l’extension K(b), ψ son polynoˆme irre´ductible sur K,
ψsep le polynoˆme irre´ductible se´parable associe´, et nous posons d = p
nds ou` d = deg ψ = [L : K]
et ds = deg ψsep = [L : K]sep = [G : H], avec H = Gal(K¯/L).
Proposition 3.10. Si b appartient a` la boule B nous avons l’inclusion H ⊂ HB et si nous
posons c = [HB : H] et k = [G : HB ], nous avons l’e´galite´
ds = kc .
De plus nous pouvons trouver δ1, δ2, . . . , δc dans G avec δ1 = id, tels que pour tout l, 1 ≤
l ≤ k, l’ensemble RacB(l)(φ) des racines de φ appartenant a` la boule B
(l) est e´gal a` l’ensemble{
σlδi(b), 1 ≤ i ≤ c
}
.
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Preuve. C’est une conse´quence de l’e´galite´ HB = H(b,δ) et du fait que la valuation ν¯ ◦σ est e´gale
a` la valuation ν¯ pour tout σ dans G.
⊔⊓
Corollaire 3.11. Soient µ une valuation bien spe´cifie´e de K[x], µ¯ un prolongement de µ a` K¯[x]
associe´ a` la boule ferme´e B de diame`tre δ et b un e´le´ment de K¯ appartenant a` B de polynoˆme
irre´ductible sur K IrrK(b) = ψ. Alors avec les notations pre´ce´dentes nous avons
µ(ψ) = pnc
(
δ +
k∑
l=2
η1,l
)
≤ degψ.δ .
⊔⊓
En particulier nous retrouvons que si la valuation µ est de´finie par le polynoˆme φ nous avons
l’ine´galite´ γ = µ(φ) ≤ degφ.δ, avec e´galite´ si et seulement si la valuation µ admet un seul
prolongement a` K¯[x].
D’apre`s la proposition 2.11 nous pouvons associer a` une valuation de la forme µ¯ = ω(a,δ)
la boule ferme´e B = B(a, δ) de K¯, et la valuation est entie`rement de´termine´e par B, et
nous de´duisons du the´ore`me 3.9 nous pouvons associer a` la valuation µ de K[x] une famille
B(µ) =
(
B(l)
)
1≤l≤k
de boules ferme´es disjointes, de meˆme diame`tre δ, chacune des boules B(l)
correspondant a` la valuation µ¯(l).
Proposition 3.12. Soit µ une valuation bien spe´cifie´e de K[x] et soit B(µ) =
(
B(l)
)
1≤l≤k
la
famille de boules ferme´es de K¯ associe´e. Alors un polynoˆme f de K[x] a son image Hµ(f) non
inversible dans grµ(K[x]) si et seulement si l’ensemble Rac(f) des racines de f est inclus dans
la re´union des boules ferme´es
⋃
1≤l≤k B
(l).
Preuve. Soit µ¯ un prolongement de µ a` K¯[x] de la forme µ¯ = ω(a,δ), d’apre`s la proposition 3.3 le
polynoˆme f a son image Hµ(f) non inversible dans grµ(K[x]) si et seulement si f a une racine b
tel que ν¯(a− b) ≥ δ. Comme le groupe de Galois agit transitivement sur l’ensemble des racines
Rac(f) et sur l’ensemble des boules B(µ), nous en de´duisons le re´sultat.
⊔⊓
Remarque 3.13. A toute valuation bien spe´cifie´e µ de K[x], nous pouvons associer l’entier k
de´fini comme le nombre de boules ferme´es distinctes B(l) conjugue´es a` la boule ferme´e B associe´e
a` un prolongement µ¯ de µ a` K¯[x].
Nous de´duisons de ce qui pre´ce`de que tout polynoˆme irre´ductible ψ de K[x] ayant une racine
dans B est de degre´ divisible par k. En particulier si k ne divise pas le degre´ d’un polynoˆme f
son image Hµ(f) est inversible dans grµ(K[x]).
Nous voulons e´tudier les prolongements µ¯i des valuations µi appartenant a` une famille admise
A =
(
µi
)
i∈I
de valuations de K[x]. Pour cela il nous faut d’abord e´tudier les prolongements a`
K¯[x] de deux valuations dont l’une est valuation augmente´e de l’autre.
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The´ore`me 3.14. Soit µ une valuation bien spe´cifie´e de K[x] obtenue comme valuation aug-
mente´e µ = [µ♯ ; µ(φ) = γ] et soit µ¯♯ un prolongement de la valuation µ♯ a` K¯[x]. Alors il
existe un prolongement µ¯ de la valuation µ a` K¯[x] qui est obtenu comme valuation augmente´e
µ¯ = [µ¯♯ ; µ¯(φ¯) = γ¯].
Preuve. Comme la valuation µ♯ admet une valuation augmente´e elle est bien spe´cifie´e, alors pour
tout prolongement µ¯♯ il existe une racine a♯ du polynoˆme-cle´ φ♯ de´finissant la valuation µ♯ et
une valeur δ♯ dans Γ˜ telles que le prolongement µ¯♯ soit la valuation ω(a♯,δ♯).
Comme le polynoˆme φ est un polynoˆme-cle´ pour la valuation µ♯ son image Hµ♯(φ) dans
l’anneau gradue´ grµ♯K[x] n’est pas inversible. Par conse´quent il existe au moins une racine a de
φ dans K¯ telle que Hµ¯♯(x−a) ne soit pas inversible dans l’anneau gradue´ grµ¯♯K¯[x], d’ou` d’apre`s
la remarque 2.13 l’ine´galite´ ν¯(a − a♯) ≥ δ♯. Nous en de´duisons que la valuation µ¯♯ peut se´crire
µ¯♯ = ω(a,δ♯)
Soit µ¯ le prolongement de la valuation µ associe´ a` la racine a du polynoˆme φ, c’est-a`-dire
qui est de la forme µ¯ = ω(a,δ). Deux valuations de la forme ρ1 = ω(a,δ1) et ρ2 = ω(a,δ2) sont
comparables et ve´rifient ρ1 ≤ ρ2 si et seulement si δ1 ≤ δ2. Par conse´quent comme nous avons
l’ine´galite´ µ♯ ≤ µ nous avons les ine´galite´s δ♯ ≤ δ et µ¯♯ ≤ µ¯. Nous en de´duisons le re´sultat
car les seuls polynoˆmes-cle´s sur K¯[x] sont des polynoˆmes de degre´ 1, et nous pouvons prendre
φ¯ = x− a.
⊔⊓
Proposition 3.15. Soient µ¯♯ = ω(a♯,δ♯) et µ¯ = ω(a,δ) les deux valuations de´finies dans le
the´ore`me pre´ce´dent, et supposons que les polynoˆmes φ♯ et φ ne sont pas µ♯-e´quivalents, alors
nous avons l’e´galite´ :
ν¯(a− a♯) = δ♯
Preuve. Nous de´duisons de la proposition 3.3 que pour toute valuation µ de K[x] et tout pro-
longement µ¯ = ω(a,δ) de µ a` K¯[x], si un polynoˆme f de K[x] n’est pas µ-inversible alors il existe
une racine b de f telle que ν¯(a− b) ≥ δ.
Comme les polynoˆmes φ♯ et φ ne sont pas µ♯-e´quivalents, le polynoˆme φ♯ est µ-inversible, nous
en de´duisons l’ine´galite´ ν¯(a − a♯) < δ, par conse´quent nous avons µ¯(x − a♯) = ν¯(a − a♯) < δ =
µ¯(x−a). Nous de´duisons aussi du fait que φ♯ est µ-inversible, l’e´galite´ δ♯ = µ¯♯(x−a♯) = µ¯(x−a♯),
d’ou` le re´sultat.
⊔⊓
Soit µ une valuation bien spe´cifie´e obtenue comme valuation augmente´e de la valuation µ♯
telle que les polynoˆmes φ♯ et φ ne sont pas µ♯-e´quivalents, nous appelons B(µ♯) =
(
B
(l)
♯
)
1≤l≤k♯
et
B(µ) =
(
B(l)
)
1≤l≤k
les familles de boules ferme´es de K¯ associe´es respectivement aux valuations
µ♯ et µ.
Soit µ¯
(r)
♯ le prolongement de la valuation µ♯ associe´ a` la boule B
(r)
♯ = B(a
(r)
♯ , δ♯), alors pour
toute racine a(l) du polynoˆme φ ve´rifiant ν¯(a(l) − a
(r)
♯ ) ≥ δ♯ la boule ferme´e associe´e B
(l) =
B(a(l), δ) est incluse dans B
(r)
♯ . Comme le groupe de Galois G = Gal(K¯/K) agit transitivement
VALUATION AUGMENTE´E ET PAIRE MINIMALE 23
sur les ensembles des racines
{
a
(r)
♯
}
et
{
a(l)
}
respectivement des polynoˆmes φ♯ et φ nous en
de´duisons le re´sultat suivant.
Proposition 3.16. Chaque boule B
(r)
♯ de B(µ♯) contient s boules B
(l) appartenant a` B(µ), ou`
s est un entier strictement positif inde´pendant de la boule B
(r)
♯ choisie, et toute boule B
(l) de
B(µ) est contenue dans une boule B
(r)
♯ de B(µ♯).
⊔⊓
Nous pouvons repre´senter les boules dans K¯ associe´es aux prolongements des valuations µ♯
et µ par le diagramme suivant :
B(1)
B
(1)
♯
a
a♯
B(l)
B
(r)
♯
B(q)
B
(p)
♯
Disposition des boules ferme´es des familles B(µ♯) et B(µ) dans K¯
Dans le cas ou` les polynoˆmes φ♯ et φ sont µ♯-e´quivalents nous obtenons un re´sultat identique.
En effet conside´rons deux valuations bien spe´cifie´es µ♯ et µ deK[x] de´finies par le meˆme polynoˆme
φ et par des valeurs γ♯ et γ diffe´rentes avec γ♯ < γ. Soit a une racine de φ dans K¯ et choisissons
deux prolongements µ¯♯ et µ¯ respectivement de µ♯ et µ a` K¯[x], de la forme µ¯♯ = ω(a,δ♯) et
µ¯ = ω(a,δ). Comme les valuations ω(a,δ♯) et ω(a,δ) sont comparables et comme nous avons µ♯ ≤ µ
nous en de´duisons l’ine´galite´ δ♯ < δ. Si nous appelons I(µ♯) = (I
(l)
♯ ; 1 ≤ l ≤ k♯) et I(µ) =
(I(l) ; 1 ≤ l ≤ k) les partitions de l’ensemble des racines de φ associe´es respectivement aux
valuations µ♯ et µ, alors I(µ) est plus fine que I(µ♯), et nous trouvons la meˆme disposition des
boules ferme´es associe´es aux valuations que pre´ce´demment.
Nous voulons e´tudier maintenant le cas d’une famille continue C =
(
µα
)
α∈A
de valuations de
K[x], pour tout α dans A nous notons B(µα) =
(
B
(l)
α
)
1≤l≤kα
la famille de boules ferme´es de K¯
associe´e a` la valuation µα et Bα la re´union Bα =
⋃
1≤l≤kα
B
(l)
α . Nous de´duisons de la proposition
3.16 qu’il existe α0 tel que pour tout β ≥ α ≥ α0 dans A nous avons kβ = kα et chaque boule
B
(l)
α de B(µα) contient une unique boule B
(l)
β de B(µβ), et notons kC = kα pour α ≥ α0. Nous
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posons alors
B
(l)
C =
⋂
α∈A,α≥α0
B(l)α et BC =
⋂
α∈A
Bα =
⋃
1≤l≤kC
B
(l)
C .
L’ensemble B
(l)
C obtenu comme intersection d’une famille de´croissante de boules ferme´es est une
boule ferme´e, e´ventuellement vide. Le groupe de Galois G = Gal(K¯/K) agit transitivement sur
les racines des polynoˆmes φα de´finissant les valuations µα, par conse´quent toutes les boules B
(l)
α
sont isomorphes.
Proposition 3.17. Le polynoˆme φ appartient a` Φ˜
(
C
)
= {f ∈ K[x] | µα(f) < µβ(f),∀α < β ∈
A} si et seulement si l’ensemble des racines Rac(φ) de φ est inclus dans BC.
Preuve. Si φ appartient a` Φ˜
(
C
)
, pour tout α dans A l’image de φ dans grµαK[x] est non inversible
et nous de´duisons le re´sultat de la proposition 3.12.
⊔⊓
Soient µ une valuation de K[x] et A =
(
µi
)
i∈I
la famille admise de valuations associe´e, chaque
valuation µi de la famille A est bien spe´cifie´e, de´finie par le polynoˆme-cle´ φi, et soit Bi = B(µi)
la famille de boules ferme´es de K¯ asspocie´e a` µi par le the´ore`me 3.9.
Proposition 3.18. La famille
(
Bi
)
i∈I
est de´croissante, c’est-a`-dire pour tout i < j dans I
chaque boule B
(r)
i de Bi contient s boules B
(l)
j appartenant a` Bj, ou` s est un entier strictement
positif inde´pendant de la boule B
(r)
i choisie, et toute boule B
(l)
j de Bj est contenue dans une boule
B
(r)
i de Bi.
Preuve. C’est une conse´quence des propositions 3.16 et 3.17.
⊔⊓
Soit µ une valuation de K[x] et soit A =
(
µi
)
i∈I
la famille admise associe´e.
De´finition. Nous appelons ensemble caracte´ristique de la valuation µ le sous-ensemble B =
B(µ) de K¯ obtenu comme l’intersection des ensembles Bi pour i dans I, ou` chaque Bi est la
re´union des boules ferme´es B
(r)
i appartenant a` B(µi).
Il existe i0 ∈ I tel que les ensembles B(µi) pour i ≥ i0 ont tous le meˆme nombre s d’e´le´ments,
c’est-a`-dire que pour tout j ≥ i ≥ i0 chaque boule ferme´e B
(r)
i de B(µi) contient une unique
boule ferme´e B
(r)
j de B(µj). Pour tout r, nous appelons B
(r) la famille de´croissante de boules
ferme´es
(
B
(r)
i
)
i≥i0
, et nous notons B(r) l’intersection
B(r) =
⋂
i≥i0
B
(r)
i .
Le groupe de Galois Gal(K¯/K) agit transitivement sur l’ensemble des familles B(r), donc ces
familles sont isomorphes et nous avons l’e´galite´ :
B =
⋃
1≤r≤s
B(r) .
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D’apre`s la proposition 2.11 chaque famille de boules ferme´es B(r) de´finit une valuation µ¯(r)
de K¯[x], et nous de´duisons de ce qui pre´ce`de le re´sultat suivant.
The´ore`me 3.19. Les valuations µ¯(r) associe´es aux familles B(r) sont les extensions a` K¯[x] de
la valuation µ.
Si l’ensemble caracte´ristique B(µ) de µ est vide la valuation µ n’est pas bien spe´cifie´e, et
chaque valuation µ¯(r) est de´finie par la suite pseudo-convergente associe´e a` la famille B(r).
Si l’ensemble caracte´ristique B(µ) de µ est non vide la valuation µ est bien spe´cifie´e, et chaque
valuation µ¯(r) est de´finie par la boule ferme´e non vide B(r).
Corollaire 3.20. Soit µ une valuation de K[x] et soit A =
(
µi
)
i∈I
une famile admise associe´e,
alors pour toute extension µ¯ de µ a` K¯[x], il existe une famille Aµ¯ =
(
µ¯i
)
i∈I
de valuations de
K¯[x] correspondant a` une suite de´croissante
(
Bi
)
i∈I
de boules ferme´es de K¯ telle que pour tout
i ∈ I la valuation µ¯i est une extension de la valuation µi.
Remarque 3.21. Soit (C, 0) une singularite´ de courbe plane dans A2k de´finie par un polynoˆme
f ∈ k[x, y] pour un choix judicieux des coordonne´es x et y, nous conside´rons alors f comme
un e´le´ment P de K[x] ou` K est le corps k(y) que nous munissons de la valuation y-adique ν.
Alors l’e´tude de la singularite´ (C, 0) est lie´e a` l’e´tude des prolongements µ de la valuation ν au
corps L = K[x]/(P ) et les valuations µi apparaissant dans la famille admise A associe´e a` la
pseudo-valuation µ¯ de K[x] de noyau (P ) de´finie par µ sont en relie´es aux paires de Puiseux de
la singularite´ (C, 0) (cf. Exemple 3.2 de [Va 4]).
Il est alors possible de voir une analogie entre la famille des boules
(
Bi
)
i∈I
de´finie a` la pro-
position 3.18 et l’action du groupe de Galois sur celle-ci, et la construction du carousel donne´e
par Leˆ D.T. (voir par exemple [Le 1] ou [Le 2]).
Remarque 3.22. Soient ν une valuation de K, µ un prolongement de ν a` l’extension K(x) de
K et A =
(
µi
)
i∈I
la famille de valuations de K(x) associe´e a` µ conside´re´e comme valuation de
l’anneau des polynoˆmes K[x]. D’apre`s ce qui pre´ce`de la famille A peut eˆtre de´finie en conside´rant
la famille des boules
(
Bi
)
i∈I
de K¯, en particulier on peut en de´duire que cette famille ne de´pend
pas du ge´ne´rateur x de l’extension K(x) de K.
Nous retrouvons ainsi le re´sultat principal de [Va 6].
4. Restriction d’une valuation de´finie sur K¯[x]
Dans cette partie nous nous donnons une valuation µ¯ de´finie sur K¯[x] et nous voulons e´tudier
sa restriction µ a` l’anneau K[x]. Comme pre´ce´demment nous supposons que (K, ν) est un corps
value´ hense´lien et la valuation µ¯ de K¯[x] est un prolongement de l’unique extension ν¯ de ν a` la
cloture alge´brique K¯ de K.
Pour tout b appartenant a` K¯ nous de´finissons le degre´ de b surK comme le degre´ de l’extension
alge´brique qu’il engendre, c’est aussi la degre´ du polynoˆme irre´ductible IrrK(b) de b sur K :
degK(b) = deg IrrK(b) = [K(b) : K] .
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Proposition 4.1. Soient µ¯ une valuation bien spe´cifie´e de K¯[x] associe´e a` une boule ferme´e
B, µ la restriction de µ¯ a` K[x] et φ un polynoˆme de K[x] de´finissant la valuation µ. Alors pour
tout b ∈ B nous avons l’ine´galite´ :
degK(b) ≥ deg φ .
Preuve. Nous de´duisons de la remarque 2.13 que si b appartient a` B l’image de (x − b) est
non-inversible dans grµ¯K¯[x], alors l’image du polynoˆme IrrK(b) est non inversible dans grµK[x],
et par conse´quent il ve´rifie l’ine´galite´ deg IrrK(b)) ≥ degφ.
⊔⊓
Pour tout sous-ensemble E de K¯ nous de´finissons le degre´ de E sur k par
degK(E) := Inf
(
degK(b) / b ∈ E
)
.
The´ore`me 4.2. Soient µ¯ une valuation bien spe´cifie´e de K¯[x] et B la boule ferme´e de K¯
associe´e. Alors un polynoˆme irre´ductible φ de K[x] de´finit la valuation µ restriction de µ¯ a` K[x]
si et seulement si φ a une racine a appartenant a` B avec
degK(a) = degK(B) .
Preuve. Soit φ un polynoˆme qui de´finit la valuation µ, alors nous de´duisons de la proposition
4.1 que tout b appartenant a` B ve´rifie degK(b) ≥ degφ et comme φ a une racine appartenant a`
B nous trouvons degφ = degK(B).
Re´ciproquement soit b appartenant a` B avec degK(b) = degK(B), et soit ψ son polynoˆme
irre´ductible sur K. Les polynoˆmes φ et ψ ont meˆme degre´ d et si nous appelons respectivement
ds et d
′
s le nombre de racines distinctes de φ et ψ nous pouvons e´crire d = p
nds et d = p
n′d′s.
Soit k le nombre de boules ferme´es B(l) conjugue´es a` B, alors d’apre`s la proposition 3.10 nous
avons les e´galite´s ds = kc et d
′
s = kc
′ ou` c et c′ sont respectivement le nombre de racines de φ et
de ψ appartenant a` une boule B(l). Nous en de´duisons l’e´galite´
pnc = pn
′
c′ = d/k ,
et d’apre`s le corollaire 3.11 nous trouvons µ(φ) = µ(ψ). Le the´ore`me est alors une conse´quence
de la proposition 2.9. ⊔⊓
Soit a appartenant a` K¯, alors pour tout δ dans Γν¯ nous pouvons de´finir l’entier ρa(δ) par
ρa(δ) = degK(B(a, δ)) .
Nous avons ainsi une application croissante ρa de Γν¯ dans N majore´e par d = degK(a). De plus la
valeur de ρa sur {δ
′ ∈ Γν¯/δ
′ ≤ δ} ne de´pend pas de a mais uniquement de la boule B = B(a, δ),
en effet si b appartient a` B alors pour tout δ′ ≤ δ nous avons encore B(a, δ′) = B(b, δ′).
Pour tout e ∈ N, avec e ≤ d nous de´finissons l’ensemble
Ra(e) = {δ
′ ∈ Γν¯ / ρa(δ
′) ≤ e} .
Nous conside´rons une valuation bien spe´cifie´e µ¯ de K¯[x] associe´e a` la boule ferme´e B, sa
restriction µ a` K[x] et a dans B tel que φ le polynoˆme irre´ductible de a sur K de´finisse la
valuation µ. D’apre`s ce qui pre´ce`de le degre´ d de φ est e´gal a` degK(B), et soient δ et γ tels que
nous ayons B = B(a, δ) et µ(φ) = γ.
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Supposons que l’ensemble Ra(d−1) a un plus grand e´le´ment δ1 et soit d1 = ρa(δ1), alors pour
tout δ′ ≤ δ1 nous avons ρa(δ
′) ≤ d1 et pour tout δ
′ > δ1 nous avons ρa(δ
′) = d. Nous posons
B1 = B(a, δ1) et nous choisissons a1 ∈ B1 avec degK(a1) = d1.
Nous appelons µ¯1 la valuation de K¯[x] associe´e a` la boule B1, µ1 sa restriction a` K[x] qui est
de´finie par φ1 le polynoˆme irre´ductible de a1 sur K.
Proposition 4.3. Le polynoˆme φ est un polynoˆme-cle´ pour la valuation µ1 et la valuation µ est
la valuation augmente´e [µ1 ; µ(φ) = γ].
Preuve. La valuation µ1 ve´rifie µ1 ≤ µ et nous pouvons conside´rer l’ensemble
Φ˜µ(µ1) = {f ∈ K[x] | µ1(f) < µ(f)} ,
cet ensemble est non vide car φ ve´rifie µ1(φ) < µ(φ). En effet si nous e´crivons
φ =
ds∏
i=1
(x− bi)
pn ,
avec b1 = a nous avons µ¯1(x− bi) ≤ µ¯(x− bi) pour tout i ≥ 2 et µ¯1(x− a) < µ¯(x− a).
Nous appelons d′ le degre´ minimal d’un polynoˆme appartenant a` Φ˜µ(µ1) et nous conside´rons
l’ensemble
Φµ(µ1) = {ψ ∈ K[x] | µ1(ψ) < µ(ψ) , degψ = d
′ et ψ unitaire} .
Soit ψ dans Φµ(µ1), alors par construction nous avons d1 ≤ degψ ≤ d, et d’apre`s [Va 1],
the´ore`me 1.15, nous savons que ψ est un polynoˆme-cle´ pour la valuation µ1 et que la valuation
augmente´e µ′ = [µ1 ; µ
′(ψ) = γ′], avec γ′ = µ(ψ) ve´rifie µ1 ≤ µ
′ ≤ µ.
Nous de´duisons du the´ore`me 3.14 qu’il existe un prolongement µ¯′ de la valuation µ′ a` K¯[x]
ve´rifiant µ¯1 ≤ µ¯
′ ≤ µ¯. Soit B′ la boule associe´e a` µ¯′, nous avons alors B ⊂ B′ ⊂ B1, en particulier
il existe δ′ tel que B′ = B(a, δ′) et comme la valuation µ′ est diffe´rente de µ1 nous avons δ
′ > δ1.
Par conse´quent nous avons degψ = degφ, le polynoˆme φ appartient a` l’ensemble Φµ(µ1) et est
donc un polynoˆme-cle´ pour la valuation µ1.
⊔⊓
Supposons maintenant que l’ensemble Ra(d − 1) n’a pas de plus grand e´le´ment, il existe
alors δ1 dans Ra(d − 1) tel que pour tout δ
′ appartenant a` Ra(d − 1) avec δ
′ ≥ δ1 nous ayons
ρa(δ
′) = ρa(δ1) = d1, et comme pre´ce´demment nous posons B1 = B(a, δ1) et nous choisissons
a1 ∈ B1 avec degK(a1) = d1.
Nous choisissons un sous-ensemble {δα / α ∈ A} de Γν¯ , indexe´ par un ensemble totalement
ordonne´ A sans plus grand e´le´ment, avec δα < δα′ pour α < α
′ dans A, qui soit cofinal dans
l’ensemble {δ′ ∈ Ra(d− 1) / δ
′ ≥ δ1}.
Nous appelons µ¯α la valuation de K¯[x] associe´e a` la boule Bα = B(a, δα) et µα sa restriction
a` K[x]. Pour tout α ∈ A nous choisissons aα dans la boule Bα = B(a, δα) avec degK(aα) = d1,
et nous appelons φα le polynoˆme irre´ductible de aα sur K.
Proposition 4.4. La famille de valuations C =
(
µα
)
α∈A
est une famille continue de valuations
de K[x], le polynoˆme φ est un polynoˆme-cle´ limite pour cette famille et la valuation µ est la
valuation augmente´e limite
[(
µα
)
α∈A
; µ(φ) = γ
]
.
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Preuve. Tous les polynoˆmes φα sont de meˆme degre´ et les valuations µα ve´rifient µα ≤ µα′ pour
α ≤ α′, nous en de´duisons que la famille C =
(
µα
)
α∈A
est une famille continue de valuations de
K[x].
De fac¸on analogue a` la de´monstration de la proposition 4.3 nous conside´rons l’ensemble
Φ˜(C) = {f ∈ K[x] | µα(f) < µα′(f) pour tout α < α
′ dans A} ,
qui est non vide car φ y appartient. Si nous appelons dC le degre´ minimal d’un polynoˆme dans
Φ˜(C), par construction nous avons dC = d = degφ, c’est-a`-dire que φ appartient a` l’ensemble
Φ(C) = {ψ ∈ Φ˜(C) , ψ unitaire et degψ = dC} ,
et nous de´duisons de la proposition 1.21 de [Va 1] que φ est un polynoˆme-cle´ limite pour la
famille C et que la valuation µ est la valuation augmente´e limite
[(
µα
)
α∈A
; µ(φ) = γ
]
.
⊔⊓
Remarque 4.5. Graˆce au corollaire 3.20 nous pouvons associer a` toute valuation bien spe´cifie´e
µ¯ de K¯[x] une famille de valuations Aµ¯ =
(
µ¯i
)
i∈I
ve´rifiant :
(1) la famille A =
(
µi
)
i∈I
est une famille associe´e a` la valuation µ de K[x], ou` nous notons
respectivement µ et µi la valuation de K[x] restriction de la valuation µ¯ et µ¯i ;
(2) pour tout i ≤ j dans I nous avons µ¯i ≤ µ¯j, ce qui est e´quivalent a` Bj ⊂ Bi, ou` nous
appelons Bi la boule ferme´e de K¯ associe´e a` la valuation µ¯i de K¯[x].
Nous avons construit cette famille a` partir de la construction de la famille A associe´e a` la
valuation µ, et la famille A =
(
µi
)
i∈I
est construite en suivant un ordre croissant, c’est-a`-dire
que pour de´terminer la valuation µi nous avons besoin de connaˆıtre les valuations µj pour j < i,
plus pre´cise´ment nous conside´rons les ensembles Φ˜µ(µj) = {f ∈ K[x] | µj(f) < µ(f)}.
Nous pouvons utiliser les re´sultats pre´ce´dents pour construire la famille Aµ¯ =
(
µ¯i
)
i∈I
en
suivant un ordre de´croissant, c’est-a`-dire en construisant la valuation µ¯i a` partir des valuations
µj pour j > i.
The´ore`me 4.6. Soit µ¯ une valuation bien spe´cifie´e de K¯[x], alors il existe une famille Aµ¯ =(
µ¯i
)
i∈I
de valuations de K¯[x] ve´rifiant les proprie´te´s (1) et (2) de la remarque 4.5 obtenue de
la fac¸on suivante.
D’apre`s la proprie´te´ (2) les boules Bi associe´es aux valuations µ¯i sont de la forme Bi = B(a, δi)
avec une famille
(
δi
)
i∈I
de´croissante. Si nous connaissons la valuation µ¯i de la famille, les
valuations µ¯j pour j < i sont de´termine´es en conside´rant l’ensemble
RK(µ¯i) =
{
δ / degK(B(a, δ)) < degK(B(a, δi))
}
.
Si cet ensemble a un plus grand e´le´ment δi−1 nous construisons la valuation µ¯i−1 comme la
valuation associe´e a` la boule B(a, δi−1), et i− 1 est le pre´de´cesseur de i dans I.
Si cet ensemble n’a pas de plus grand e´le´ment nous choisissons une famille (δα)α∈A cofinale
dans RK(µ¯i) et nous de´finissons la famille (µ¯iα)iα∈IA ou` la valuation µ¯iα est la valuation associe´e
a` la boule B(a, δα), et IA = (iα)α∈A est la sous-famille de I sans plus grand e´le´ment cofinale
dans {j ∈ I/j < i}.
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Nous nous arreˆtons, c’est-a`-dire nous trouvons la premie`re valuation µ¯1 de la famille quand
nous trouvons un ensemble RK(µ¯i) tel que degK(B(a, δ)) = 1, ou` δ = δi−1 ou δ = δα, avec les
notations pre´ce´dentes.
Preuve. C’est une conse´quence imme´diate des propositions 4.3 et 4.4.
⊔⊓
Annexe A. Suites pseudo-convergentes et extension imme´diate
Dans cette partie nous allons montrer comment il est possible d’interpre´ter les re´sultats de
Kaplansky sur les familles pseudo-convergentes et les extensions imme´diates ([Ka]) a` partir des
notions de familles admissibles continues et de valuations augmente´es limites.
Soit C =
(
µα
)
α∈A
une famille continue de valuations, nous notons respectivement
(
φα
)
α∈A
et(
γα
)
α∈A
les familles de polynoˆmes-cle´s et de valeurs dans Γ associe´es. Nous pouvons supposer
que l’ensemble A a un plus petit e´le´ment ϑ0, nous notons µ la valuation µϑ0 et toute valuation
µα pour α > ϑ0 est la valuation augmente´e µα = [µ ; µα(φα) = γα], et nous notons d le degre´
des polynoˆmes φα. Rappelons le re´sultat suivant qui de´crit le comportement des valeurs µα(f)
pour un polynoˆme f de K[x] quand α parcourt l’ensemble A, et qui est une conse´quence directe
du the´ore`me 1.19 de [Va 1].
The´ore`me A.1. Soit f dans K[x] de degre´ m, il existe un entier v = vC(f) ve´rifiant 0 ≤
v ≤ k = [m/d], une famille
(
αi
)
0≤i≤j
dans A avec ϑ0 = α0 ≤ α1 ≤ . . . ≤ αj et δ dans Γ, ou`
j = k − v, tels que
µα(f) = δ +
j∑
i=1
Inf(γα, γαi) + vγα .
En particulier f appartient a` l’ensemble Φ˜
(
C
)
= {f ∈ K[x] | µα(f) < µβ(f),∀α < β ∈ A} si
et seulement si vC(f) > 0.
Corollaire A.2. La fonction
µ.(f) : A −→ Γ
α 7→ µα(f)
est line´aire par morceaux et concave.
Plus pre´cise´ment nous avons
µα(f) = δi + (k + 1− i)γα pour αi−1 ≤ α ≤ αi , 1 ≤ i ≤ j ,
µα(f) = δj+1 + (k − j)γα pour α ≥ αj ,
ou` δi = δ +
∑i−1
l=1 γl.
Soit f dans K[x] et pour tout α nous conside´rons la division euclidienne de f par φα que nous
notons f = qαφα + rα. Comme le polynoˆme φβ est un polynoˆme-cle´ pour la valuation µα pour
tout β ≥ α, d’apre`s le lemme 1.1 de [Va 1], nous avons l’ine´galite´ :
µ(rβ) = µα(rβ) ≥ µα(f) ,
avec l’ine´galite´ stricte si et seulement si f est µα-divisible par φβ .
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The´ore`me A.3. Soit f un polynoˆme dans K[x] et soit f = qαφα + rα la division euclidienne
de f par le polynoˆme-cle´ φα :
(1) si f n’appartient pas a` Φ˜
(
C
)
, il existe α1 tel que pour tout α > α1 nous avons
µα(f) = µ(rα) .
(2) si f appartient a` Φ˜
(
C
)
, il existe α1 tel que pour tout β > α > α1 nous avons
µα(f) ≤ µ(rα) < µβ(f) .
Corollaire A.4. (1) Si f n’appartient pas a` Φ˜
(
C
)
, il existe α1 tel que pour tout β > α > α1
nous avons µ(rβ) = µ(rα).
(2) Si f appartient a` Φ˜
(
C
)
, il existe α1 tel que pour tout β > α > α1 nous avons µ(rβ) > µ(rα).
Preuve du the´ore`me. Si f n’appartient pas a` Φ˜
(
C
)
, il existe α1 tel que pour tout β ≥ α ≥ α1
nous avons l’e´galite´ µβ(f) = µα(f), et de plus le polynoˆme f n’est pas µα-divisible par φβ, d’ou`
l’e´galite´ µ(rβ) = µα(f).
Si f appartient a` Φ˜
(
C
)
, nous de´duisons du corollaire A.2 qu’il existe α[f ] dans A, δ[f ] dans Γ
et un entier v[f ] ≥ 1 tels que pour tout β ≥ α[f ] nous ayons l’e´galite´ µβ(f) = δ[f ] + v[f ]γβ.
Pour tout β ≤ α, le polynoˆme φα est un polynoˆme-cle´ pour la valuation µβ, par conse´quent
nous avons µβ(f) ≤ µ(rα), de plus pour β < α nous avons l’ine´galite´ µβ(f) < µα(f), par
conse´quent f est µβ-divisible par φα d’ou` l’ine´galite´ µ(rα) > µβ(f). Nous en de´duisons que pour
tout β avec α[f ] < β < α nous avons µβ(qα) = δ[f ] + (v[f ] − 1)γβ . Nous de´duisons du corollaire
A.2 que nous avons µβ(qα) ≤ δ[f ] + (v[f ] − 1)γβ pour tout β > α[f ], par conse´quent pour tout
β > α nous avons l’ine´galite´ stricte
µβ(qαφα) ≤ δ[f ] + (v[f ] − 1)γβ + γα < δ[f ] + v[f ]γβ = µβ(f) ,
et nous en de´duisons µβ(f) > µ(rα).
⊔⊓
Corollaire A.5. Si le groupe des valeurs Γ ne posse`de de pas de plus petit e´le´ment strictement
positif, c’est-a`-dire si le sous-groupe isole´ minimal de Γ n’est pas discret, il existe α1 tel que pour
tout α ≥ α1 nous avons
µα(f) = µ(rα) .
Preuve. Graˆce au lemme 1.17 de [Va 1] nous pouvons choisir la famille C de telle fac¸on que toute
valeur de Γ supe´rieure a` µα(f) soit atteinte par µβ(f), pour un β dans A. Par conse´quent si Γ ne
posse`de de pas de plus petit e´le´ment strictement positif nous de´duisons le re´sultat des ine´galite´s
µβ(f) > µ(rα) ≥ µα(f).
⊔⊓
Nous avons vu qu’il est e´quivalent de se donner une famille pseudo-convergente (aα)α∈A
d’e´le´ments de K et de se donner une famille continue C =
(
µα
)
α∈A
de valuations de K[x] telle
que les polynoˆmes φα qui la de´finissent sont de degre´ un, c’est-a`-dire sont de la forme φα = x−aα
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(cf. proposition 2.10). Dans ce cas pour tout polynoˆme f de K[x] le reste de la division de f par
le polynoˆme-cle´ φα = x− aα est e´gal a` f(aα).
Nous de´duisons alors de ce qui pre´ce`de le re´sultat suivant.
Corollaire A.6. Soit (aα)α∈A une famille pseudo-convergente d’e´le´ments de K, et soit f un
polynoˆme de K[x], alors il existe α1 tel que pour tout β > α > α1 nous avons :
(1) si f n’appartient pas a` Φ˜
(
C
)
, alors ν(f(aβ)) = ν(f(aα)),
(2) si f appartient a` Φ˜
(
C
)
, alors ν(f(aβ)) > ν(f(aα)).
Nous conside´rons maintenant un corps value´ (K, ν) et nous voulons e´tudier ses extensions
imme´diates, c’est-a`-dire les extensions de corps value´s (L, νL)/(K, ν) telles que les extensions de
groupes ΓνL/Γν et les extensions re´siduelles κνL/κν soient triviales.
Nous remarquons d’abord que d’apre`s la proposition 2.5 si µ est une valuation bien spe´cifie´e
de K(x) ve´rifiant Γν = Γµ l’extension re´siduelle κµ/κν est de degre´ de transcendance un, en
particulier n’est pas triviale. Par conse´quent les extensions monoge`nes imme´diates (L, νL) de
(K, ν) sont de´finies soit par des pseudo-valuations, c’est le cas d’une extension alge´brique L de
K, soit par une valuation de K[x] qui n’est pas bien spe´cifie´e, c’est le cas L = K(x).
Proposition A.7. Si (L, νL) est une extension imme´diate monoge`ne de (K, ν), la famille admise
A associe´e a` la valuation ou pseudo-valuation µ de K[x] de´finie par νL est de la forme suivante :
(1) si L est une extension transcendante pure, L = K(x), la famille A est une famille ad-
missible continue C =
(
µα
)
α∈A
telle que les polynoˆmes φα sont de degre´ un et telle que
l’ensemble Φ˜
(
C
)
est vide ;
(2) si L est une extension alge´brique, L = K(a) ≃ K[x]/(φ) avec φ polynoˆme irre´ductible de a
sur K, la famille A est compose´e d’une famille admissible continue C =
(
µα
)
α∈A
telle que
les polynoˆmes φα sont de degre´ un et de la pseudo-valuation µ, ou` µ est obtenue comme
valuation augmente´e-limite de la famille C associe´e au polynoˆme-cle´ limite φ.
Preuve. Si la famille A associe´e a` la valuation, ou pseudo-valuation µ contient un couple de va-
luations successives (µi−1, µi), c’est-a`-dire telle que la valuation µi est obtenue comme valuation
augmente´e µi = [µi−1 ; µi(φi) = γi], nous de´duisons de la proposition 2.5 et de la de´monstration
de la proposition 2.9 de [Va 4] que nous avons l’ine´galite´
e(νL/ν)f(νL/ν) ≥ degφi/degφi−1 ,
ou` nous notons respectivement e(νL/ν) et f(νL/ν) l’indice de ramification et le degre´ de l’exten-
sion re´siduelle de (L, νL = /(K, ν), et ou` φi−1 et φi sont les polynoˆmes de´finissant les valuations
µi−1 et µi.
En particulier si l’extension (L, νL)/(K, ν) est imme´diate nous en de´duisons que pour tout
couple de valuations successives (µi−1, µi) de la famille A nous avons l’e´galite´ degφi = degφi−1,
par conse´quent que la famille ne contient pas de partie discre`te .
Dans le cas ou` la valuation µ n’est pas bien spe´cifie´e, la famille admise A associe´e a` µ est
ouverte, elle est constitue´e d’une seule famille simple S qui est de la forme S =
(
(µα)α∈A
)
, avec
Φ˜
(
(µα)α∈A
)
= ∅ (cf. remarque 1.3), et de plus nous de´duisons de ce qui pre´ce`de que tous les
polynoˆmes-cle´s φα sont de degre´ un.
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Dans le cas ou` la valuation µ est bien spe´cifie´e, µ est une pseudo-valuation obtenue comme
valuation augmente´e limite de la famille continue S =
(
(µα)α∈A
)
, telle que les polynoˆmes-cle´s
φα sont de degre´ un, µ =
[
(µα)α∈A ; µ(φ) = +∞
]
.
⊔⊓
Proposition A.8. Soit (L, νL) une extension imme´diate monoge`ne de (K, ν) et soit C =(
µα
)
α∈A
la famille admissible continue associe´e de´finie a` la proposition A.7. Alors un polynoˆme
f n’appartient pas a` l’ensemble Φ˜
(
C
)
si et seulement si il existe α dans A tel que nous ayons
νL(f) = ν(f(aβ)) pour tout β ≥ α.
Preuve. Si le polynoˆme f n’appartient pas a` l’ensemble Φ˜
(
C
)
il existe α dans A tel que pour tout
β ≥ α nous ayons µα(f) = µβ(f) = νL(f), c’est-a`-dire tels que f n’est pas µα-divisible par φβ.
Par conse´quent d’apre`s le corollaire A.6, nous avons pour tout β ≥ α l’e´galite´ νL(f) = ν(f(aβ)).
⊔⊓
Nous pouvons de´duire de ce qui pre´ce`de les re´sultats suivants, qui sont des reformulations des
the´ore`mes 2 et 3 de [Ka].
Corollaire A.9. Soit (L, νL) une extension imme´diate monoge`ne de (K, ν) et soit
(
aα
)
α∈A
la
famille pseudo-convergente associe´e, alors l’extension L/K est transcendante si et seulement si
pour tout f dans K[x] il existe α dans A tel que nous ayons νL(f) = ν(f(aβ)) pour tout β ≥ α.
Preuve. Nous sommes dans le cas d’une extension transcendante si et seulement si l’ensemble
Φ˜
(
C
)
est vide, c’est-a`-dire si et seulement si pour tout f dans K[x] il existe α dans A tel que
nous ayons µβ(f) = ν(f(aβ)) pour tout β ≥ α.
⊔⊓
Corollaire A.10. Soit (L, νL) une extension imme´diate monoge`ne de (K, ν) et soit
(
aα
)
α∈A
la famille pseudo-convergente associe´e, et nous supposons que l’extension L/K est alge´brique.
Alors si φ est un polynoˆme ve´rifiant ν(f(aβ)) > ν(f(aα)) de degre´ minimal, l’extension L est
l’extension L = K(z) ou` z est une racine du polynoˆme φ.
De plus pour tout y dans L il existe r(x) dans K[x] avec degr < degφ tel que y = r(z) et la
valuation νL est de´finie par νL(y) = ν(r(aα)) pour α assez grand.
Preuve. Nous sommes dans le cas d’une extension alge´brique si et seulement si l’ensemble Φ˜
(
C
)
est non vide, tout polynoˆme unitaire φ de degre´ minimal dans Φ˜
(
C
)
est un polynoˆme-cle´ limite
pour la famille continue C =
(
µα
)
α∈A
et la pseudo-valuation augmente´e limite µ de K[x] de´finie
par µ =
[(
µα
)
α∈A
; µ(φ) = +∞
]
induit une valuation νL de l’extension L = K[x]/(φ) telle que
l’extension est imme´diate.
De plus tout e´le´ment y de L est de´fini par un polynoˆme r de degre´ strictement infe´rieur au
degre´ de φ, par conse´quent r n’appartient pas a` Φ˜
(
C
)
et nous trouvons νL(y) = µ(r) = µα(r)
pour α assez grand.
⊔⊓
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